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Exemples et Définitions

Inkroduction
cl«api&re i

Programme

. Estimation ponctuelle dans un modéle paramétrique : Méthode
des moments, Maximum de vraisemblance, delka-mékthode,
propriétés asymptotiques.

. Région de confiance : Fonction Pivo&ate Approche
stmphohique

. Efficacité : Borne de Cramer Rao, Théoréme de Rao Blackwell.

. Tests paramétriques : tests de Neymann Pearson, tests
asympbo&iques

. Tests non paramétrique : test de Kolmogorov-Smirnov et test
du Chi-Deux

Recensement / Sondage

o Soit P une population constituée de N individus.

® On suppose que P se décompose en K sous population P = UK, A, avec

® On wnote p; la proportion de La population qui appartient a A

2 On veut déterminer les valeurs de (py,...,px)

Recensement :

® On interroge tous les individus de la population. On peut ainsi
déterminer les valeurs des proportions (py,...,px)

o Probléme : non réalisable si N est grand
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Sondage Probléme de mesures

n interroqge n ndividus (n < N
L 3 ( ) o Pour mesurer une qu.avd:i&é inconnue 6

. . 7’
Pour 1 individus, on connail la sous POFML&EEOV\ Y Exempi.e : unhe distance, un Fouds ou uhe Eempero&ure eke...

quueu.e. is QPPQrELe“V\e“E % On effectue n mesures @ x;,...,X,

On peut alors calculer e : St @ peut étre mesuré sans erreur, alors x; = 8 Vi

Din est la proportion des individus de Ll'échantillon qui | &
® On peut calculer la mesure moyenne X = —le-.
n
i=1

appartiennent a A;

Quelle est La relation entre X et 6 ?

Quel est le Lien entre (P ,,...,Pk,) et (p,....pg) ?

Datation par Luminescence Probléwe de mesures : suite

Résultats des 5 analyses % o :
. [
Les données xi,...,xn sonk considérées comme le résulbak

Calcul de L'dge A d'un quartz : A = D/ d’une expérience aléatoire.

> D est la dose de rayonnement absorbé par T : Sy
le auarksilibsire ol bl Biataire On suppose quiil existe X = (X),...,X,) un vecteur aléatoire

> d est le débit de dose (connu). tel que (x},...,%,) est une réalisation du vecteur aléatoire X.

On date les cristaux de quartz trouvés dans . 1 &
un  sédiment ‘ La moyenne empirique X, = _ZXI' est une variable aléatoire
n

On demande & § Laboratoires de mesurer La i=1

dose de rayonnement absorbé par n cristaux - 3 e
de quartz trouvés dans le sédiment X est une réalisation de X,.

Chague laboratoire va fournir n mesures : Sous certaines hypothéses sur X et sa Lloi, on pourra établir un
Di,....D; .0 D7 }

Lien entre Lla variable aléatoire X, et 6.
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Définikions Modéle paramétrigue

1) XisooesX, sont les données ou les observations 2 On dit que le modele est Paramé&riqu& si la famille de lois F est indexée par un
paramétre ¢ € ©
2)Le vecteur aléatoire X = (X,....X,) est appelé un échantillon F, = (PP,0€0)

et n est la kaille de l'échantillon.,
° ExemFLes ]

On dit aussi ﬂ“v?- X est un o famille des vecteurs gaussiens F, = (N (1, 2),0 = (1, Z)}

3) Les variables aléatoires X; sont & valeurs dans £ muni de sa ° Pg”) est la Lot de n variables aléatoires indépendantes et identiquement
tribu & (tribu borélienne si £= R) distribuées (iid) suivant Py avec 0 € ©

F = (P,,0 € 0)
4) : On considére une famille de lois F et
on suppose que la loi de X appartient & F : Py € F

9

o F={N(u06%,0= (0o €RXR"} modile gaussien

° F ={%0),0 € R"} modéle de Poisson

Probléme de mesures : Modele 1 Modele 2

o Si toutes les mesures sont effectuées avec la méme appomeiL alors

o Toutes les mesures sont réalisées de fagou indépendante Iwpothdse dindépendaneriiles s i BN . L

dans les mémes conditions

: o On doit ajouter une erreur commune lice & Lappareil
= X=(X,...,X,) sont des variables aléatoires iid.

Xi=0+¢+¢ pour tout i=l,.,mn
Construction de la famille de lois F:
o i ~ 2
o Pour bouk izl 8 X =010 St (€),...,€,) L ey et g~ N(0,77) alors

> ¢; représente L'erreur de mesure €, ~ N (0,6%) 3

12+5

2 sti#)

sti=j

X~ Hl6....,00.2) avec I, ;= {

% Modéle : X=(X,...,X) iid suivant la loi gaussienne A6, 6?)

o Lien enbre X' b0t mim ol oy EX)=6 o Lien entre X, et 6 : E(X,) = 0 attention X, — 0+ €0
n 2 n n n—oo
n—oo 11 12




Purée de vie

Soit x|,...,X, la durée de vie de certains composants ¢lectroniques.

Hypotheses :
1. Les composants fonctionnent de fagon indépendante,
2. Tous les composants sont du méme type.

Modéle : X,.... X

, id suivant la loi qui admet pour fonction de
répartition F.

La quantité d'inkérét esk 1 - F (£) avec un k> o,
Clest La Frobmbili&é que La durée de vie du composant o\épasse k.

Clest un Probtéma a’

J‘ L] L ]
Prevision
On observe le nombre de passagers

. v
par motis dans un aeroporh

Données : X|,...,X,

100 200 300 400 500 600

On veub prévoir x
F n+ 1 1950 1952 1954 1956 1958

Modéle on considére Xj,...,X,, X, n+l variables aléatoires

Xps... X, est une réalisation de X|,..., X,

X,41 West pas observée, on veut

Si les variables X|,...,X

n’

X1 appartiennent a FosolonsNECX X 0.
la meilleure approximation de X, au sens 4

Probléme statistique : estimation de
15

Essal «t::i.i,mique

On veutl tester Ll'effet d’'un médicament

On comnstitue 2 groupes
{Gl : n; individus recoivent le traitement

G,: n, individus recoivent un placebo

On observe x; le nombre d'individus du groupe G; qui ressentent
un effet positif.

x; est une réalisation de X;
Si les individus réagissent de fagon indépendante : X; ~ B(n;, p;)

Tester L'effet d'un médicament — Tester statistiquement st p; > p,
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Esktimakteur pcna&uet

Soit X = (X),...,X,) un n-échantillon & valeurs dans (E", &,)

On suppose que la Lot de X appartient o F o= {Pé"),ﬁ € 0}
c’est & dire il existe ) € O tel que Py = Pé:)

Définition : un estimakeur est une variable aléatoire de La
forme h(X,,...,X,) avec

h:E"— 0®

h est connue elle ne dépend pas du parametre ¢

Notation : h(X,...,X) =0, ou 0(X,,...,X)
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- [ ] / P L4
Espace probabdcse Cas conbtinu
° (Q,4,P) espace Probabitisé, Lla Lot de X est définie

par Px(A) = P(X~'(A) et E(gX)) = Jg(X)dIP st o Si la Lot de X est continue, on définit le modéle par une
X)eL! fomille de densités 7, = {f1” .0 € O}
8

o Dans un modéle paramétrique on introduit une P,X € A) = J S30(x) dx

famille d'espaces probabilisés (Q, 9, Ppoee o A

o A6 fixé, la Lot de X est PU(A) = PyX~'(4) = PyX € A) Ey(g(X) = J g0 f3"(x) dx
et Jg(X)dPe il = (40.9))

n

Cas distre& Les quau&és Ad’un estimateur : le biais

i (n) \ sl
o Si la Lot de X est discréte, on définit le modéle par une Fn=1{Py",0 € O} le modcle parametrique

o oz s (n) A
famitle 25, S gl Soit X = (X],..,X,) un n-échantillon et 6, un estimateur de 0

2 On a
PiX =) =PiXy=1x,.. o X, =4 ) = pS (ol ().~ p i) %
® On dit que 0, est un estimateur sans biais de 6
P X €A) = ") (x que 0, v
AXEH= X0 st pour tout € O on a E4f,) =0

2 le d’un estimateur est défini par b,(0) = [Ee(én) -0

XEA

Ey(g(X)) = Z g(x) pé”)(x) 2 On dit que 9n est un estimateur asymptotiquement sains biais de
XEE" 6
st pour tout 6 €O on a E6,) =0

20
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Les qualités d’un estimakeur : la consistance
5

® On dit que 0, est un estimateur fortement comsistant de 6
: A N>
st pour tout 0 €0 on a Qnﬁ 0

°0n dit que 0, est un estimateur (faiblement) consistant de 6
n—oo

st pour tout 0 €0 on a 0,30
proba

® Soit é” un estimateur de 6 tel que pour tout 6 €0 on a
0, € L.
On dit que 0, est un estimateur comsistant au sems L’ de 0

n—oo

st pour tout 0€ O on a E, <(én = 9)2> a4
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Vitesse de Convergence

® On suppose que 0, un estimateur consistant de ©

® Soit (a,),cy une suite de réels positifs telle que

n—o0
a, — + ©

On dit que 9,2 est un estimateur de 6 si
VOe® Ve>0 IM>0 : supP9<an|én—9| >M> <e

neN

n—oo

:SiVOeE® a0, -0)"3Z ek z est non

loi

déqénérée alors 0, est un estimateur a,—consistant
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Erreur qu&dra&que

A

0, un estimateur de 6 tel que pour tout 0 € O on a

2 erreur quadral:ique est définie par EQ,(0) =E, ((9n - 9)2>

oPour tout 0 €O on a EQ,(0) = b,(0)> + Varyd,) (var+biais)

g 2 @n est un estimateur asymptotiquement
sans biais de 8 et si Vary(0,) — 0 pour tout 0 € © alors 0,

n—oo

est un estimateur consistant au sens L’de 0
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Modele expa&\emﬁei

Sottk X = (X, ..,X,) un n-échantillon iid suivant La Lot
exponentielle

F = {&xp0) ,0 € O} : la densité est f(x) = O™ l.(x)

L

ob fg(n)(xl’ el gne—GZ;l:lxi I]Rﬂ(xl’ S, x)

A n
0 =—— = — est un estimateur de 6 qui est

! Z?=1Xi Xn
asymptotiquement sans biais, fortement consistant ek
\/—r?—consiskav&. De plus il est consistant au sens 1=

24




Qaparamé&risa&am

Transfert des propriétés

o Soit X = (X;,..,X,) un n-échantillon suivant Py € {Pgl),e € 0} R
°Si 0, est fortement consistant et h est continue sur 0

2 Soik h: 0 — A, On veub estimer le Paramé&re BwE /f bk forf:e.me.hf: MR e R
n

° Soik 0, est timateur de 0, A 5
ol o SRR e o Si 0, est consistant et h est continue sur O alors 4, est

2 On pose C'est un estimateur de 1 consistant

A

® Quelles sont les propriétés de 4, wWéritées de 0, ? 25 0, est q-consistant et h est C! alors /fn est a,—~consistant

n

Remarque : si h est une bijection, on peut définir le modéle

p(n) pn) — p)
{P/1 , A € A} avec PP = Plrl(A‘)

Rappel sur les convergences Rappel sur les convergences

Soit (X,),.X,(Y,), des vecteurs aléatoires et y une constante. (8) Corollaire du Théoréme de Sluksiy

Soit h une QPPLLCO&LOV\, on note C(h) les FQi.VLE:S de continuité de La
fonction h en dim(E) =1

loi loi
Xn_)X Xn+Yn_’X+y loi &
(1) St X, B X et h continue alors h(X,) 5 h(X) SN roba OLOTS b ebf | X1, S O
Y, —y <X,Y,>><Xy> XnYnl—oiXy
b b
(2) st X, 225 X et h continue alors h(X,) 225 h(X)

(@3St X, 4Xet PXeCh)=1 alors h(X,) % n(X)

Soit (X,), des vecteurs aléatoires (X; € RP) et x € R? une constante.
h h - 7 . .
- Cas particulier : Si Y, Py et yeCh) alors h(Y,) 25 h(y) (), unelsnite R ermiES R Rt

loi

(4) St (X, —x) > X et h: R? > RF est C! au voisinage de x

3 = ] loi
St Xo lﬁ; Xet?, proba y alors (X,;¥.) l_o; X.y) alors a,(h(X,) — h(x)) = Dh(x) X
loi
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Vraisemblance

Chapi&ra 2

Conkexte

(AYX =(X},....X,) est un n-échantillon de variables aléatoires de

(@) on suppose que la Lot Py appartient d une famille paramé&rique
F ={P" :0c )

1. La loi de X est continue on note f;") la densité de La loi Pé(,”)

2. La loi de X est discréte on note
P, 0x) = POX =%x,.... X, = %)
On peut ainsi unifier la présentation en décrivant F par
(2 90|

1- Définikion

Exempte.s

A. Modéle continu :

o Exemple du modele expone\f\h‘,et itd
fén)(xl, e ) = gre 0 Zin% Ly (xy, - .
B. Modéle discrek :

) Exempte du modéle de Poisson iid

fg(”)(x], - e




Vraisewblance

La vraisemblance V d’un n-échantillon X pour
le modéle F est umne fonction définie sur O a valeurs
aléatoires positives.

Elle est définie par
V() = fy)(xl, LX) W X=KC)

o StV est strictement positive on définit aussi
la Log-vraisemblance : L(6) = log( V() ) pour tout 0 € O,

Théoréme de séparabiti%é

HR-o [identifiabilite] si f" =f" alors =1

HR-1 Toutes les Lois f(g">,6’ € O onk le méme suppork

HR-2 (X},..X,) ~ j:}") avec @) € O et O ouvert. [§, est la vraie valeur du Paramé&re}
0

i On suppose que HR-0-1-2 sont vérifiées.

X - x
St (X),..X,) sont iid et les variables aléatoires JoX) et log JoX) sont L)
Jo,XD) Jo,(X) 0

alors lim PHO(L(QO) > L0) =1 pour tout 6 # 6.

Autrement dit, asymptotiquement La vraisemblance atteint sont maximum au point 6,

35

Calcul de vraisewmblance

° Modéle exlponehki.et iid pour tout 0> 0
V(O) = §"e 0T X
L(0) = nlog(®) — 0 Y X,
i=1
® Modile de Poisson iid : pour tout 6>0
g_”ﬂezj’:le

Ve —
© X

L() = — n6 +log(0) Y, X, — ) log(X;!)

=l =1
34

Estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)

Soik X un n-échantillon et V sa vraisemblance.

Si la vraisemblance V admet uin maximum global atteint en un
unique point c’est L'estimateur du maximum de vraisemblance.

On le note éﬁ/[v
St 91,‘,’”/ existe alors pour tout 0 € O on a V(éf‘fv) > V(0)

autrement dit 0V = argmax, o V(6).

Remarque: si L est bien définie on a aussi 6"
par monhotonie de la fonction log

= argmaxycq L(0)

36




Imierpréﬁa&om

: St la lot des X est discréte alors 91,?V(x1, ...5X,) est la

valeur de 8 pour laguelle l'observation xj,...x, est la plus probable.

loi de poisson loi de normale N(m,1)

v . .
ermame&msa&mn
2 Soit g est une qpph‘.co&ion de @ > A . On pose
A= g(0).
o ) est le Powamé&re d’inkérét,

o Modéle reparamétrisé s'écrit {g;”) : A€ A} avec g;”) - f;f)l b

: St 0" est Ll'estimateur du Maximum de
vraisemblance de 6 alors g(07") est L'estimateur du
maxinum de vraisemblance de 1 = g(0)

Estimabeur du My

Modéle exFonev&LeL itd

n 1
V(O) = 0"ePLXi ok oMV = —

n

Modile de Poisson iid
—-nip Y X;
e 0“1 4
V@) =———— et M=X
X X
Modele Gamma iid : on Wa pas de forme explicite de Ll'estimateur.

Modéle de Gaussien itd N(G,1) avec >0

M = max(0,X,)

3%

Cownsistance

On suppose que les hypothese HR-0-1-2 sont
vérifices. St (X),..X,) sont iid et si la vraisemblance est dérivable
par rapport & 0 alors L'équation de vraisemblance définie par

i
3] 0
VV(@) =0 (cu VLO =0) avec V= —....—
00, " o6,

admet une solution én telle que én — 6.
proba
Sous les hypothéses du Th Précédev\f:. St L’équcd:ion

vraisemblance admet une unique solution alors N

proba

40




Conditions de Fisher

o On comFLéka les conditions de réqularité HR

2-Information de Fisher
HR-3 O fé”)(x) est une fonction C? sur © pour touk x

HR-4 0 — J fé(}")(x) dx est deux fois dérivable sous le signe J ek les

dérivées secondes sont continues.
On peut échanger Lintégration et la différenciation par rapport & 8

on dit que le modéle est réqulier s'il vérifie les hypothéses HR-0
a HR-4 (aussi amaelées conditions de Fisher).

st Xj,...X, sont iid alors il suffit de vérifier les hypothéses HR pour n=l

42

?roprié&és d’'un modéle réqulier

Cas particulier dim(®) = 1 IM“FOT‘ MQELOM d& F:E',She.f

o Si le modéle est réqulier, la variable aléatoire o On définik L'information de Fisher pour des modéles réguliers

0
— log( fg(”)(X)) vérifie les Proprié&és suivantes o En dimension 1 l'information de Fisher apportée par un n-
a0 échantillon est définie par

J 2
25 (n) iy F)

2
0 n d o 4] k i i L tion de Fisher de L :
5 Var, <% log(fé )(X))> E, < (glog(f; )(X))> ) n peut aussit exprimer nformation de Fisher de la forme

i (n) 4 (1)
1(0) = = Ey | =5 10g(f" (X)) | = Var, ( = log(f§"X))

a (1)
== B | =5 log(f"0)
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St X|,..,X, est un n-échantillon de variables
aléatoires iid et si le modile est réqulier alors

1,(0) = nl,(0)
Toutes les observations apportent Lla méme information.

Exemple : Xi,... X

, Ud suivant la loi exponentielle

n
onaa l0)=—;

proprté&és

La matrice d'information de Fisher I, peut s’exprimer
comme La variance du vecteur aléatoire Viog( fgn)(X))

St X|,..,X, est un n-échantillon de variables aléatoires
iid et si le modéle est réqulier alors La matrice
d'information de Fisher vérifie

1,(0) = nl,(6)

Cas mulkivarié : dim@®)=d > 1

o Pour un modéle réqulier multivarié Linformation de
Fisher est une matbrice

b 0 0
n L,]) = (‘] e e Og 0 By Og 0
LG =E (( ael.l (f‘">(X))> ( %) 1 (f(”)(X))>>

On peut aussi L'exprimer sous Lla forme

62
L)) =~ B, ( o 1og<fg">(X)>>
bl
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Famille axpamem&ieue

° Une famille de Loi {f;"),e € 0} est une famille

exponenkieu.e s’il existe quatre fonctions 7, q, K, H telles que pour
tout 0 € @ CRY ek x € E"

£ =

{e”(g)'K(XHH(XHq(‘g) pour tout x € S

sthown

Le support S de la loi ne dépawi pas de 0
Notation : xey est le prodw‘.k scalaire

o st X, ... X, sont id et et si la loi commune appartient & une
famille exponentielle alors la Lloi du n-échantillon appartient & une
famille exponentielle

4%




Exampies Formwe ﬁamomique

On peut reparamétriser la densité de la famille
exponentielle en fonction de 1 =7(0)

° La famille des Llois gaussiennes {N(0,6%) : 6° > 0} est On définit une nouvelle famille de lois :

une famille exponentielle 3
{e’l'K(XHH(X)’LW) pour tout x € §

2 La fomille des lois uniformes {Unif(0,0) : 0> 0} west pas gl(n)(x) = .
sino

une famille exponentielle

(g™, 1€ A} constitue une fomille ex’pcnev&ieue dite
cav\onique.

Régularité dans une famille exponentielle

2- Opﬁimo\u&é QSjmpEaELque

® St F est une famille exponentielle canonique
(PKO+HO+40) . 9 c @) alors le modéle est réqulier

® St F* est une famille exponentielle de la forme
{e"DKD+HD+4O) . 9 c @) et 5 est une fonction C? alors
le modile est réqulier

® Application {N(0,6%) : 0®> 0} définit un modéle régulier
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Convergence du My

R&ppel st X|,...X, sont iid suivant un modile réqulier alors
L/ equo&uon de vraisemblance définie par VV(O) =0 adwmet une
solubtion 0, telle que 0 — G

proba

Théoréme TCL-MV : st X|,... X, sont iid suivant un modéle
2

; 0 ;
régulier tel que ﬁlog fé”)(x) est continue en 0 uniformément

e x ek st 0 <I(0) < 0 alors Lla suite én esk \/;—cov\si.s!:qu:e et

\/n(, (e Q)

loi

Amélioration d’un estimateur \/ﬁ consiskant

"N g
On définit pour tout 0 €O : h,(0) =~ g} —5 1025

Théoréme :

Sous les ktjPtheses du Th TCL-MV st \/_(Y 0) B avec'Z non
h,(Y,)
n n

eskt un estimateur
hy(Y,)

asymptotiquement efficace.

7’ (4 e L
dégénérée alors 6,=Y, —

Efficacite asymptotique
Soit Xj,...X, sont iid suivant un modéle
réqulier tel que

2
i logfy(X,) < M(0y, X)) € L' VO € 7(6,)

st \/n(0, = ) — NO.6*(0y) alors 60 2 17y

on dit gqu'un estimateur 0, est asymptotiquement
efficace si

\/n@, —9)—>N(OI 1))

loi
54

eraramé&risa&mm

Soit g: 0 A une bijection.

Soit Xj,...X, sont iid suivant un modéle réqulier.

St Ll'estimateur du MV OML est asymptotiquement efficace et
9 est un difféomorphisme alors g(9 L) est Uestimateur du
MV de g(0), et il est asymptotiquement efficace.




OFEE,MQLE,Eé

CkaPiEre_ 3

[

Exhaustivite
Soit X;,.. X, ~ Pé”) avec 0 €O

On dit gue la statistique S, = S5,(X;,..X,) est exhaustive si la loi
conditionnelle de (Xj,..X,) sachant S, ne dépend pas de 0.

Autrement dik
Pour tout A : Py((X),..., X)) € A|S,) ne dépend pas de 0
Ou

Pour toute fonction intégrable h : Eyh(X;,...,X,)|S,) ne dépend pas de 0

n
Exemple Si X,..X, sont iid suivant une loi de Poisson alors ZXI' est exhaustive
i=1

9

— T
Amélioré de Rao Blackwell

Théoreme de Factorisakion

la statistique S, = §,(X),..X,) est exhaustive

si et seulement si
La loi de (X|,..X,) s’écrit de la forme
fé”)(xl, conX,) = 80aET., X )RS, (X )

ol g, hy sont des fonctions positives




Eskimateur du My et statistique exhaustive

Soit S, une statistique exhaustive

D'aprés le théoréme de factorisation

V() = g(X, ..., XDhy(S,) = L) = log(g(X;, . .., X,)) + log(hy(S,))
Done

VL) = 0 & Vlog(hyS,) =0

Conclusion si L'estimabeur du maximum de vraisemblance existe il est
de la forme

G =(S,)

On dit que L'estimateur factorise & travers la statistique S,
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Théoréme de Rao RBlackwell

Soit S, une statistique exhaustive
St é,, est un estimateur sans biais du Faramétre 0 alors

1. Lespérance conditionnelle Ey0,]5,) est aussi un estimateur du parametre 6. 0n le
note @58

2. ORB est un estimateur sans biais du paramétre ¢

3. St @n eL? pour tout 0 €0 alors @':f” est meilleur que én au sens L?
c’est & dire vary(0%B) < var,(0,) pour tout 0 € ©

: ORP est Lestimateur de Rao Blackwell ou L'amélioré de 0, par Rao
Blackwell

Ey0RB|S,) = O%F car OFF est par construction une fonction de S,
On Waméliore pas 05® en appliquant & nouveau le théoréme de Rao Blackwell
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Qamaei sur L'espérm«te conditionnelle

Soik (X,Y) des variables aléatoires appartenant & L
E(X|Y) est une variable aléatoire de La forme ¢(Y)
EX|Y)e L' et E(EX|Y)) = EX)

St X et Y sont Lhdépev\davd:es EX|Y) = EX)
. StE(XOf(Y)|Y) = fAV)E@EX)|Y)

St (X,Y) € L? alors var(E(X|Y)) = var(X) — E(var(X|Y))

AFPLE,@QHOM

Soit Xj,...X, iid suivant la loi de Poisson de parametre 0

n
S, = in est unhe statistique exhaustive

i=1
0, =X, est un estimateur sans biais de 0
En effet E/X,) =0 pour tout 0 € O

EH(}(n | Sn) F Xn

Peut on trouver un estimateur sans biais de 0 meilleur que X, au sens L??




SE&EisEc‘,quﬁ. totale

Soit X = (X;,..X,) ~ P{" avec 0 €O

On dit que la statistique S, = S,(X),..X,) est
totale si pour toute fonction h telle que h(S,) € L

(Eh(S)) =0, YO€O®) = (h(x)=0, VxeS,V0eO)

ol &y vérifie PyS,€ S) =0

Exempl& -2

n
Modéle idd suivant la Loi exponentielle : la statistique S, = ZXf est exhaustive et totale

i=1

n
x,) = 0" "L, done d'aprés le théoréme de factorisation S, = ZXI' est exhaustive
i=1

Soik h telle que h(S,) € L' et Ey(h(S,)) = 0. La Lot de S, est la Lot I'(n, 0)

) —x0 ,.n—1pgn
E,,,(h(s,,»:[ Aoyt Y

T ix=0Y0>0e { h()x" e dx = 0 VO > 0
. T(n)

)
La transformation de Laplace de x> h()x""! est nulle sur R¥ Done x> h(x)x""! est nulle sur
e—xﬂxrl~19n

S C R tel que [ dr=1 ek PyS, € 8 = J B =0
5 s T

n
S, = ZX, est bien une statistique totale

i=1

Elxezm[ai.ﬁ‘: e
Modele idd suivant Lla loi de Poisson : la ska&is&iqua exhaustive
S, = ). X; est aussi ume stotistique tokale
=1

En effet soit h telle que A(S,) € L' et Ey(h(S,)) = 0.

Comme la loi de S, est Lla Lol de Poisson de Dfaramé_hre né

0 —nf iei h(dnt .
ona EhS) = Y h() l,'” —0Ve> 0o ZQ—?"&!:OV@»O
i=0 ¢ =

Cette série entiére est nulle pour tout 6> 0 donc tous ses coefficients sont
h(i)n'
nuls (.? = Vi € N autrement dit Lla fonction h est nulle sur N,
i!

Comme le support de la Lot de S, est N pour tout 0> 0, S, est totale
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Famille exponentielle (suikte)

° Soit {fy(x) = "I KO+HO+4O) . g c @) une famille
exponentielle et Xj,... X, wn n-échantillon iid suivant

Jo

® (Admis) La statistique exhaustive K,(X) = ) K(x) est aussi

i=1
une sf:od:is&ique totale




Théoréeme d'uniciké Théoréme &’ Oga&mataié

Soit X=(X,..X) ~ Pé(,”) avec 0 € O et S, une statistique

o Soit X = (X;,..X,) ~ P® avec 0 € O et S, une statistique

Uestinmateur amélioré de Rao Blackwell est unique presque exhaustive totale

surement
St 0, est wn estimateur sans biais de 0 € © alors parmi les

Aubrement dit st OV ek 02 sont des estimateurs sans biais estimateurs sans biais de 6, E(0,] S, est le meilleur
de # €O alors E@OV| S)=EW6O@]|S) ps estimateur au sens L2

R Théoréme d'Optimalite
Optimalite L

Soit X = (X,,..X,) ~ P! avec 0 € O
On note T L'ensemble des estimateurs sans biais de 0 € ©

et Vy= inf vary0,), Vj est appelée variance minimale.
0,2

‘Proposr‘.&ion

§'il existe un estimateur sans biais de variance V, alors il
est unique presque surement




Rorne de Cramer Rao

Cohséque\f\ce Soit X =(X;,..X) ~ Paf") avec 0 € © C R, On suppose que le modile est réqulier.

St 8, est un estimateur sans biais de g(0) tel que
il existe une statistique exhaustive S,

1) [H] ()%EH(h(X)) = Jh(x)% fO@)dxy ... dx, pour h=1 et h(x) = §,()1,60) > 0

ek

Alors pour tout 0 € 0 on a
Si 0, est un estimateur sans biais de variance minimale :
g'©)

Vg alors vary(g,) > 0

0,=E@,|S,)
Lhypothése [H] est vérifiée por les familles exponentielles
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g0 est la borne de Cramer Rao
1.(0) Soit 0, un estimateur sans biais de 6

n

9]

2) B:be:::\v:ai:uér f,'; ::vga?}i.ai.s de g(0) est efficace st sa variance abteint Si S, est exhaustive totale et si v ar(H,IfB) > 1,1_1(9)
) 2
Clest & dire varyg,) :% pour tout 6 € © Alors il wWexiste pas d’estimateur efficace du

F paramétre 0

On note Dg=(Vg,...,Vg) avec V le gradient
La matrice var(g,) — ’Dg(())ln(ﬁ)_1 Dg(0) est défiuie chi&iva
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Quelles fonctions de g(0) peuvent étre estimées efficacement ? APPL&{:&& Eﬁ(}M [

ik g, =g,X) est tinmatk tats & (7]
Sott 2, = £,(0) estium et tmE NI 1) X,..,X, sont iid suivant la Lot exponentielle
5. est efficabes st PP var (B (D) Pour obtenir des estimateurs efficaces de g il faut que
2(6) = CO™! ot C est une constante

D'aprés la preuve pour obtenir un estimateur efficace, il faut
avoir une egalité dans L'inégalité de Cauchy-Schwarz Clest &
dire
5 2) X,..,X, sont iid suivant la loi Poisson
8,—80) = /1(9)%log(fg(X)) Pour obtenir des estimateurs efficaces de g il faut que
g(0) = CO ot C est une constante
Conclusion si g ne vérifie pas la condition ci dessus il

wexiste pas d'estimateur efficace
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Définitions
Soit X =(X,,..X,) ~ P{" avec 6 € ©
on fixe a € (0,1/2)
Un intervalle (ou une région) de confiance de niveau 1 —a
est un sous ensemble aléatoire R(X;,...X,) de © qui vérifie la propriété suivante, pour tout 0 € 6O

Intervalle de confiance

PR(X,,..X)20)>1-a voe®

LL\QF?LET‘?_ i 2 On conbrdle la Probabitiké que la région R(X;,...X,) contienne 6
[R,(X;....X) 3 0] = {(X,...X,) : R(X,....X,)D 60} =50 C E"
Aubrement dit

R(X...X)30 & (X...X)€S0)

¥o




e [ [ [J [ %
Définitions (suike)
® Le coefficient de confiance de R,(X;,...X,) est défini par

B, = inf PAR (X;,...X,) > 6)
0O

® On dit que R(X),...X,) est de niveau exact 1 -a

Qemarqua : Dans les QFFLico&iov\s La valeur Empique du
niveauw 1 — a est 98%

Modele gaussien

X =(X,..X,) iid suivant la lot de gaussienne de moyenne 0 et de
vartance 1

on a X, ~ N(O,1/n) c’est & dire \/Z()_(n —0) ~ N©O,1)

Pour tout a on note g, le quantile d’ordre a de la Lot N(0,1)

)—(n_%—a/z;)—(n_i_ﬁh—a/z 59 )=
NG \/n

L qi_
X 1-al2

\/Z

] est un inkervalle de niveau exact 1 —a

%3

Modéle binomiale

2 X=(X,..X) iid suivant la loi
de Bernoulli de Paramé&m (2]

o D'aprés l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev :

i gl =01 |
PAIX, -6l > &)< <

nez = 4ne?
1

-4
En Frev\c\v& €E—\/—— ,ona
dna

POeEX,—e; X, +e)>21—-a

rownckion Pivo&ai&

: On dit que la fonction h:E"X 0 = R est une
fonction pivotale st la Lot de (X, 0) ne dérev\d pas de 0

Pour tout 0 €O P (h(X,0) <y)=H,(y) ot H, ne dépev\d pas
du pammé&re 0

—+

Il existe ¢;,c; tel que pour tout 0 € ©

Pyh(X,0) € [c;,cf) =21 -«

no=n

-
Cl’l ’CI’L

déloev\d\evd: ni de X ni de 6

4




Construction de la région de confiance
On comstruit 7 (a) < u,(a) tels que
H (u,(2) -H,(& (@) >1-a
On définit une région de confiance de niveau 1 —a en prenant

(X X)) - h(X,....X,,0) € [£(@); u,(@]} & 6 € R(X, (), u,())

R,(X.? (@), u,(@)) C O west pas nécessairement wn intervalle

L Wy a pas unicite de 7, (@), u,(a). On sélectionne le couple qui
donne la plus petite région.

¥5

Application : modele uniforme

2 X=(X;,..X,) iid suivant la Lot uniforme sur [0,0]

® On pose M, = max(X},..X,)

M
® (X on= 7" = max(X,/0,...,X,/0) est une fonction pivotale.

En effet (X,/0,...,X,/0) sont iid suivant La loi uniforme sur [0,1]

2 Les inkervalles [Mn(l —a+ o Mnﬂ"l/”] avec
p € [0,a] sont des intervalles de niveau 1 —a

® La valeur de optimale minimise

ﬂ—]/n S (1 = a+ﬁ)—l/n

%7

St h(X,0) est une va continue

H, est comtinue strickement croissante alors H, !

" existe

Les couples 7, (a), u,(a) s'expri.me de la forme

{ £,(ay) = H'(p)

0,
) A1 ot e S

1> Hn(un(aﬂ)) = Hn(l’ﬂn(a/j)) =1l-a
donce la région de confiance est de niveau exact 1 —a

2) On sélectionne la valeur de f qui fournit La plus petite région de
confiance

%6

Construction d’une fonction pivotale

Soit T,(X),...X,) une statistique.

On note G} Lla fonction de répartition de la Lot de
T, 2%

St GHT est inversible alors h,(X,0) = GHT(Tn(Xl, .., X)) est
une fonction pivotale

De plus la Lot de h,(X,0) est la Lot uniforme sur [0,1]




Echantillon Graussien

= (X},..X) iid suivant la loi de gaussienne de moyenne pu ek de
variance ¢

%0m pose X, =n"') X, et $2= ) (X,— X,

=il i=1

oLes variables aléatoires X, et S? sonk indépendantes

2
z i c

°La loi de X, est la Lot gaussienne X, ~ N<,u; —>
n

S? :
°La loi de Rio2) = i est La Loi du y? & (n-1) degrés de Liberté (ddL)
o2

Echantillon CGaussien
i pour La moyenne

T,(u) est une fonction pivotale pour la moyenne d'un L'échantillon
gaussien

° Pour tout f € [0,0]
= SZ
HE Xn by 1(1—(X+ﬂ)— 1 Iy l(ﬂ) }’l—nl
est un intervalle de ccnfiav\ce de niveau exact 1 —a

a
o Le choix f=— es& oPELmaL et par svmebne on a

e 1(1—(1/2)—]/ e (1/2)—1/
n— I’l—

Nokatkion

Student & n ddl  y? A nddL

Quantile d’ordre

1

Echantillon CGaussien

T pour Lla variance

® R (6%) est une fonction pivotale pour la variance d'un
L’eckanhttov\ gaussien

S S

X—1(1 —a+ﬂ) %,-1()

est un intervalle de confiance de niveau exact 1 —a

® Pour tout f € [0,a] o€

® Le choix f/ = a/2 est généralement utilisé en Pro&nque
mais ce choix nest pas ophmat

%R




v . .
nes n=50 echantillon Gaussien

Réqgion de confiance pour

0
0.026

0.022

Xrel
® Soit g»0 kel que Pa( Lol
c

0.018

€ [—q;q]) =1/1—-a

T T T T T 1
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

beta beta

. . Sz
- n=500 n=5000 d n 5 S
On observe que le g q1-q, tels que P, - €lgig] |=V1-a
choix optimal de [} est c o
différent de a/2 =2.5% g i 3
(krait en noir) mais il 8 ) ® Comme X, et S? sont indépendante on a
converge vers cette valeur S . S2
: g 3 3 n : itts
R S €l-¢:91 —€lquan]l )=1-a
° 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 6 6_

beta beta 94

La région définit par les contraintes

e < Niveaw a\svmp%o&que
; [S,; . S,;] A A
o € | — ek o">—m—

@ G 9’
@ On dit que R,(X) est une région de confiance

est une région de confiance de niveau exact 1-—a asymptotique de niveau 1 —a si

Moo o) VOEO PYR(X)30)"31-a

q‘L

® Une fonction h,(X,0) est asymptotiquement pivotale si

VOE® h(X,0)Z=3Z et la loi de Z ne dépend pas de 0

loi




Exemyt&

Soik X|,...X, itd L? On note u = E(X;)

on o hX.p) =1/nX, ﬂ)—’ﬁiN(on avec o2 —Z(X X))

h,(X,p) est une fonction asvaEoELquemehﬁ Pwof:ate

A

i o 3 o
ue |X,—q(l—a/2)—; X, + q(1 — a/2)—=| est un intervalle
n n

de confiance de niveau asymptotique 1 —a

Modeéle réguiier -1

Vestimateur du maxinmum de vrqisembtahge éﬁ/[v est
asymptotiquement efficace : v/n(@MY - 6) 3 NO.I7(6))

Vi IO) (@YY - 0) est asymplotiquement pivotale

Pone /IO - 0) € [-q(1 — al2]; q(1 — a/2]] définit une

région de conflance de niveau asymptotique 1 —a

il peut étre difficile d'exprimer la région de
Lo forme R(X) D 0

Niveau exack

Soit R,(X) une région de confiance pour le paramétre ¢ de
hiveau asymptotique 1 —a

le niveau exact de cet région de confiance est
p, = inf $,0) avec B,(0) = Py(R,(X) 3 0)
0ed

n—oo

Par construction ﬂ @) —1-a

Modele régutier -2

Uestimateur du maximum de vraisemblance 0 est
consistant done st I est une fonction continue alors

V1@ (0N - 0)  est asymplotiquement pivotale

A 1—al2) . 1—al2
Downe 6 € QnMV——q-(——L); HMV+—q(——a—) définit un

\/nl(6MV) § \/nI(OMY)

intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 —a




mékthode -1- Estimation de la variance

On considere én wn estimateur de 0 tel que

V0, — 0) % NO0.6*0))

e
si 0 est une fonction continue alors %(Qn —-0)
q n
est une fonction asymptlotiquement pivotale et

) _ 4l -ale@) o 4l — al2)o(d,)

96 9,1_ > n+
Vn Vn

définit un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 —a
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Tesks &’ hvpo&hésas

ChaPiEra &

mékhode —2- Delka méthode

On comsidére 0, un estimateur de 0 kel que
V@, - 0) 3 N0.6%6))
on comnsidire une fonction g de classe C! telle que
2'(0)*6%(0) = comstante

Oon a’a’alique la A méthode \/;(g(én) — g(0) est une fonction asvmrhotiquemehk Fivo&al.e et

80 € | g0, - oWl ; 80,) + e a/z)} oufeg! < [g(é,,) PO : g0, + i 0/2)] )

Vi Vi Vi Vi

définik une région de confiance de hiveau asymptotique 1 —a
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Définition




- [J
Ob jectif
Soit X = (X,,..X,) ~ P"” avec € ©
2 On considére Q) et O deux sous ensembles disjoints ON O, =P de O
2 On formule deux hypothéses sur la position du parametre 6
Ho : 0 € Oy contre Hl : 0 € 0,
Ho est désignée comme Lhypothése nulle
H1 est désignée comme lhypothése alternative

A partir des observations X = (Xj,..X,) on construit une régle de décision.
c’est & dire on décide si 0 € O, ou 0 € 9,

St on décide que 0 € O, on dit que L'on accepte Ho (on rejette H1)

St on décide que 0 €O;; on di&loaue L'on rejette HO  (on accepte H1)

Regle de décision

On teste les hvpo&héses Ho conkre H1

onaX=(X,..X)~ Pe(,”) ui échantillon & valeurs dans E"

Un test de Ho contre H1 est une région C CE" aFFeLée région
cri&iqua telle que

- On rejette Ho / on accepte Hl si X =(X;,..X,) €C
- On accepte Ho / on rejette HL si X =(X,..X,) € C

1 own accep&e H1

® Oon définit aussi La fonction de test p(X) = 1(X) = {

0 own qccep&e Ho
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Erreurs de décision

La décision qui repose sur un échantillon X peut ékre erromnée.
iLya deux Ejpes d’erreur :

® Erreur de bype I: on décide que 0 € ©; alors gqu'en réalité 0 € 9,

® Erreur de bype I1: On décide que 0 € Q) alors quen réalité
00,

Réaliké Réalite

Décision
HO est vraie H1 est vraie

On rejette Ho

Oon acceFEe Ho

Qemarque

o Lobjectif serait de sélectionner une région critique qui minimise les
probabilités de ces erreurs.

o Cela est généralement impossibLe car les Frobabitikés de ces erreurs onkt
souvent un effet de balancier.

® C =@ on rejette jamais Ho donc la proba de l'erreur de bype I est
nulle et la proba de L'erreur de bype II est égale & 1

2 C=E" on rejette toujours Ho donc la Proba de l'erreur de type I esk 1
ek la Froba de Uerreur de bype II est nulle

o On comsidére que lerreur de &wfe I est la pire des deux erreurs. On
sélectionne des régions critiques qui Limitent La probabiubé d'une erreur
de &jpa I

log




Niveaw

Définition :
On dit que la région critique C est de niveau a si

a=sup PXeC)
€0,

Stratéqie : Parmi toutes les régions cri&ﬂuas de niveau a, on
cherche les régions qui ont les plus petites Probabiti&és
dlerreur de Evpe. 11,

Pour tout 0 € O, on veut minimiser La probabiLiEé PyX € C°)
ce qui est équivaLeV\E & maximiser PyX € C)
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Version asymptlotique

on dik que la régiov\ cr:’.Ei.que C esk de niveau QSUMFEOEique a
st

a,=sup Py XeC)—-a (n- )
0e0,

On dit que le test est consistant si la puissance converge
vers 1 :

pour tout 0e€ 0,
P,0) =Py(XeC) -1

111

Puissance

Définition :
La puissance de la région critique C est une fonction définie sur
0, par pc0) =PyX € C) pour tout 0 € O,.

@ st Cy, G, sont des régions critiques de niveau au plus a alors
C, est meilleure que G, si pour tout 6 € 0| on a

Pc(0) = pe(0)
On dit que C; est plus puissant que C,

Objectif : Déterminer le test le plus puissant parmi les tests de
niveauw au PLus a.
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Notakion

On utilise Lo notation Py(-|Hy) pour indiquer que 6 €0,

et PF}( A |H1) PON.T' 0e @1

Ho et H1 ne sont pas de événements done ceci West pas
une ProbabiLiEé conditionnelle

On ukilise la terminologie Py - |Hy) est La probabilité sous
Ho




Fonction de répartition e A
de S, = ZX IR

n=20 sous HO 0 =1/2

=(X,..X,) ~B(0) la loi binomiale de paramétre 6 la proba de succés
on fixe le niveau a =5%

On veut tester si la probabilité de succés est 1/2 ou inférieure & 1/2

On définit Les hypothdses Ho 0=1/2 contre H1 0 < 1/2 oh ne peut pas trouver de test

de niveau 5%

P(S, <5)=2,06% et P(S,<6)>5%

n
Une région critique intuitive : on rejette Ho en foveur de H1 si ZX,- <K

i=1

La région critique C = (S, <5) est '
un test de niveau 2.96 % donc au Puissance
’pl.u.s 5%

On choisit K afin de contrdler le niveau : Py ZX <K)<a

08

n
Lo puissance sera p(d) = Py( Y X, < K) pour tout 0 < 1/2
i=1

La F-u.i.ssam:e est
p(@) = P«(S, <5) pour tout F<1/2

pbinom(5, n, theta)
04

0.0

0.0 0.1 0.2 03 04 05

theta

Compamison des puissances — niveau 2061

u,\«\ test de niveau 2.06 % ; 3
Lo < , Tests du moximum de vraisemblance

un tesk de niveau .57 %
= (-Sn = 6)
SN




Contexte Qégmm t’:ri&qu&

o Dawns cetbte partie, ol suppose que
P 4 PP 9 On considére la statistique

o les observations sont iid

° |'estimateur du MV 0 = 0" existe et les kjpoﬁkéses qui
assurent la consistance et Lefficacite asjmpkokique sont On a A, <1 pour tout 0,

satisfaites
St Ho est vraie alors le rapport A, doit &tre proche de 1

. . 7’
2 On considére un test bilatéral Ho 0 = 90 contre H1 0 # 9() St H1 est vraie alors le m\PPorE sera PeELE por ra\FForE a1l

® Pour construire le test o sappuie sur le fait que si 0 est Régle de décision : On rejette HO en faveur de HL si A, <K

la vraie valeur de 6, alors, asymptotiquement, V(6,) est La On fixe K tel que Py(A, <K)=a pour obtenir un test de niveau a
valeur maximale de V(6).

1y

Exempt«a 1 Exemple 2

Oon su.fpose ju.e les observations sont tid suivant la loi gaussienne
On suppose que les observations sont itd suivant La Lot ex,aohe.vd:ieue. N(8,6°) ot 67 est connue.

de parametre 1/0 et on teste Ho 6 = 6, contre H1 0 # 6,

On teste Ho 0 = 6, contre H1 0 # 0,
On a

ek 5 2
x\" UGS s (A) X6 Ve Lo E L
X i PR — <zlog e 2z sutt uhe lot
) e (-nX/on). 0 oi/n o/\/n
du 7(1)

by 7’
le de décision de niv o . :
Regle de cdecist e andeatt Régle de décision de niveau a :

2 n 2 n
On rejette Ho (on accepte HL) st — ) X; < xz,l(%) ou — 3 X; 2 1, (1 - %)
0 = U

i 2
X—-0
On rejette Ho (on accepte H1) si < 0) >x(l1—-a)
o/\/n
120




Version asymptotique

Théoréme 1 (adwmis)

St les hypothéses qui assurent la consistance et L'efficacité asymptotique de

Vestimateur du MV sont satisfaites alors
V(6))
1%0)

loi

)(L2 = —2log(A,) 2721 avec A=

on teste Ho 0 = 6, contre H1 0 # 0,
Régle de décision
On rejette Ho ( on accepte H1) sty > x(1 —a)

c’est un test de niveau as-jmpkcﬁque a
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tesks de rappa»r% de
vraisemblance & op&imati%é

Alkernative : keskt de Wald

Théoréme 2

St les hypotheses qui assurent la consistance et Vefficacité asymptotique de
Vestimateur du MV sont satisfaites alors

ho= nl(0)(0 — 6,)* il 74(1)  avec I linfo de Fisher
On teste Ho 0 = 6, contre H1 0 # 0,
Regle de décision
On rejette Ho ( on accepte H1) si 3 > x(1 — @)
Propriétés :
Le test est de niveau asymptotique a

Le test de Wald est consistank

v . s o 7 . . v
Définition de L optimalite
o Un test C de niveau a est sans biais si sa puissance vérifie
PO =P(XeC)2a pour tout 0 €0,

o On dit quun test C est uniformément le plus puissant parmi les
tests de niveau au plus « (UPP(x)) st pour tout test C* de niveau
au plus «, sup PyX € C*) < a, on a p(0) > pr«(6) pour tout 6 € 0,

0€0,

o On dit gu'un test C est uniformément le plus puissant parmi les
tesks sans biais de niveau au plus a (UPPSB(a)) si pour tout test

C* sams biais de niveau au plus @ on a (@) = pe+(6) pour tout
0o,




Rapport de vraisemblance Définition du best

o on SUpp oS e tout 6 € O La vraisemblance existe Le test du raFPorE de vraisemblable pour tester

[ e(n)(Xl’ s X) VoE® 0 € O, contre 0 € O, admet une région critique de la
orme
% On veut tester 0 € O contre 0 € 6, f
R={Z>C
SUpyee, V(0) { }
Supyee, V(0)
vraisemblance.

° on pose Z = c’est La statistique du rapport de

On fixe un niveau a
Puis on déktermine C pour que le
@ St H1 est vraie alors Z est grand test soibk de niveau exact a ou

L
o Si Ho est vraie alors Z est petit (proche de ©) e
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Théoreme de Neyman Pearsoi Corollaire

o supposc A 8, =16} PoHE. (=02 On teste 0 =6, contre 0 =0,

i e UG
On teste 6= 90 contre 0 = 0, 1. Si la lot de Z= GV est continue alors il existe un test du

0
Sil existe un test de niveau a dont la région critique est de rapport de vraisemblance de niveau a et UPP(x)
la forme R={Z> K} alors ce test est uniformément le plus V6,
puissant parmi les test de niveau au plus a (UPP(a)) + Sgla LoEE V()

a e {PQO(Z >72),2 €EF} alors il existe un test du rapport de
Autrement dit vraisemblance de niveau a ek UPP(a)

On dit que {Py(Z> 7).z € F} est l'ensemble des niveaux admissibles

est discrete a valeur dans F et si

S'il existe K, tel que Py(Z> K,) = a alors pour toul test
CCE" tqPe(C)<a ona Pp(Z>K,) 2 Py(C)
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Famille axpomem&eu.e

© On suppose que la Lot de X appartient d une famille exponentielle
canonique {eH'K(XHH(Xqu) : Qe B}

On teste 0 = 0 contre 0 =0,
® Si 0 —6y>0 alors le test du rapport de vraisemblable s’éerit {K(X) > C}

® Si Lo Lot de K(X) est continue alors il existe C, tel que
Py (K(X) > C) = a et ce test est UPP(a)

o Si — 0, <0 alors le tes u rapport de vraisemplable s'ecri <
6,—6,<0 al le test & PP E d blable s’écrit {K(X) < C}

° Si Lo Lot de K(X) est continue alors il existe D, tel que
Py (K(X) <D,) = a et ce test est UPP(«)
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Exemple : Lot beta(d;6)

On observe Xj,....X, iid suivant la Loi beta de parametre (6;0) € Rf X R

2 T(20
La vraisemblance s’éerit V(0) = 1_[g

i=1

o =%

On teste 0 =0 contre 0 =0, on suppose que 6, <0,

n
La région critique est de Lla forme Z log(X(1 — X)) > K

i=1
n
K est le quantile d’ordre 1 —a de la loi de T, = Z log(X(1 — X)) Llorsque 6 =6,
i=1

Difficulté pratique : la Lot de T, et ses quantiles he sont pas connus
axpticikemeu&

ilzhe

En pra&que

V(@
On cherche La forme de la région critique du test de Neyman Pearson Z= 1GY >K

V(o)
On cherche & exprimer la région critique de la forme

une fonction de (X,,...X,) : T(X,,...X,) < et/lou > constantes
On détermine Lla constante K pour obtenir niveau a

Cette étape nécessite la connaissance de la Lot de 7(X),...X,) sous Ho c’est a dire si le
parametre est égal & 6

. On connait exPLLcLEemevxh la Lot de T(X|,...X,) est ses quan&v‘.tes

. Approximation par la simulation : On simule un échantillon suivant La Lot de T, et on
approche K par les quantiles empiriques

. [n grand ] Approximation de la loi de T(X;,...X,) grace & un théoréme Limite
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En pra& lque
On observe un échantillon de kaille

n = R0

On teste 0 = 1contred =2 au niveau §%

observations
Remarque Pour 0 =1 on retrouve lLa loi
uniforme sur [0,1]

On observe T, =—42.08

Frequency

Question :

Est ce que L on rejette L'kjFthése nulle
au hiveau §% ?




Apprqximqf:iom par simulation : A
Mé&kad& d@ MOV\EQ CQT'LO n=20
o On répé&e B (grand ) les deux &tabs suivantes :

randT <- function()

[1] On simule un échantillon X X5 i suivant Lla Lot beta(1,1) (Ho) (= berain et heed)
IR P, s Tn = sum(log(x*(1-x)))

[2] On caleule T3 = 2 log(X™m(1 — X3my) return(Tn)
}

samp.T = replicate(10000, randT())
o On ap roche K par le quantile empirique d'ordre 95% de L'échantillon

T, Ty" simulé suivant Lo loi de La statistique T, sous Ho hist(samp.T, proba = "TRUE" , main ="estimation de la loi de Tn")
lines(density(samp.T), lwd =3 ,col="steelblue")
plot(ecdf(samp.T), col= "green3", lwd= 2, main = paste("K = " ,quantile(samp, .95)))
abline(h=.95)
quantile(samp, .95)
abline(v =quantile(samp, .95) , Ity =2)

Approximation asymptotique (st 1 grand) de K
par une approximation gaussienne (rcis

K= -34.3654756285414 Sous Ho c’est & dire =0,

- ' (log(X,(1 = X)), ..., log(X,(1 — X)) est un échantillon de variables
' | aléatoires iid L2, On note my Uespérance de log(X(1 — X))) et o sa
variance

On appliqua le TCL : To

\/Z<T

1 oi
e "”0) =——(T,— nmyg) o N(0,1)
2 noy

oh pose N ~ N(0,1)

| 1 1
P (T,,>K)=PU — (T, — nmy)) > ——(K —nmy) | = P| N> K—nmy) | =1—-«a
i ¢ <\/;”(J : \/;”0 : > < \/;”0 : >
On a observé T =-42.08 <K

n

i & = (K —nmy) = q,_, ekt donec K= nmy++/noy,_,
Décision : o accepte HO au hiveau §% e s y e
185 U
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2 sitbtuakions Suibte sibuakion 2

On sinule un échantillon de taille B iid

Stkuakion 1 suivant la Lot de log(X (1 — X)) avec =0, [N
thetaO = 1

On approche my par Lo Moveh\'\e ek o Par Y.beta = rbeta(10000,theta0,theta0)

Lécart bype de L'échantillon ¥ = log(Ybeta™(1-Y.beta)
mO = mean(Y)

sigma0 = sd(Y)
K =n*m0 +gnorm(.95) *sigma0/sqrt(n)

On sait calculer exptici&emen& Siktuation 2
les valeurs de my et g
On approche les valeurs de mj On caleule K= —39.58419

Clest o dire on sait calculer | ek g, par une méthode de Gl '
k 28 Cette approximation est valide pour n
) ((log(Xl(l _ %)) ) Monte Carlo i A

pour k =12 Ici n=20 « petik » échantillon

On obtient une valeur assez différente de

celle obtenue en approckahk la Lot de T,

13%

Définitions

® Test bilatéral : on teste Ho 6 = 6, contre H1 0 # 0,

EQSES d,thOEhéSQS o Test unilatéral : on teste
; v

tOMPOSQQS 2 T1: Ho 0 =@, contre H1 0> 0,
® T2 : Ho 0 <0, contre H1 0> 0,

9 T3: Ho =0, conbre H1 0 <0,

® T4 : Ho 02> 0, contre H1 0 <0,
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rappar% de vraisemblance monotone.

Définition

Une famille paramétrigue { fé”)(Xl, ..., X)), V0 € O} est une
famille & rapport de vraisemblance monotone en
UXi,...,X,) st pour tout 0, > 0, il existe h croissante tel que

MGy XD 25 X))
V() 0,.0, [re 08y

Exem[ote
une famille expov«ev&teﬂe canonigue {?KO+HN+4O) . g c @)
est une famille a rcm'apork de vraisemblance monotone

141

Test sur la moyenne 6 d'un échantillon gaussien
de variance connue
On considére des observations iid suivant la loi N(0,6?) avec o
connue
Daprés le théoréme précédenk on a

A. Pour les tests unilabéraux T1 et T2 le best

= O
{Xn > 6+ i]/lja} est un test de niveau o et UPP(a)
n

5 o
B. Pour les bests unilabéraux T3 ek T4 le test {Xn <6,+ \/qf }
n

est un test de niveau a ek UPP(a)
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Test unilatéral UPP(x)

Théoréme On suppose

il {fé”>(Xl, ...,X), V0 € O} est une famille a rapport de vraisemblance

monotone en UX,...,X))

2. La lot de U(X),...,X,) est continue pour tout 6 € ©

Alors

A. Pour les tests unilabéraux T1 et T2, le test {U(X},..X,) > C,} avec
Py (UXy, .., X,) > C,) = a est un test de niveau a et UPP(a)

B. Pour les tests unilabéraux T3 et T4 le test {U(X),..X,) <D,} avec
Py (UXy,...X,) <D,) = a est un test de niveau a et UPP(a)
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Test bilatéral sur la moyenne 0 d'un échantillon gaussien
de variance connue

On considére des observations iid suivant la Lot N(0,6°) avec 6°

conhue

On veul tester Ho 0 = 0) contre H1 0 # 0,

8 oq,_
Le test { | X, — 6| > %} est un test de niveau o

n
Ce test west pas un test UPP(a)

Ce test est un test UPPSB(a)




Tesks avec paraméﬁra de
nuLsance

Dans cetlte fmr&i.e, oW suppose que la Lot des observations
appartient a une fomille exponentielle canonique

{eMKOHHO+AO . g€ @) ob 0 est de dimension p

On effectue un test sur la i eéme coordonnée (i=1,.,p)

% T1: Ho 0, <0, contre H1 0,> 0, ou 0,= 0, contre 0, > G,
® T2 : Ho 0, > 0) contre H1 0, < 0, ou 0, = 0, contre 0, < G,
® T3 : Ho 0, =0, contre H1 0, # G,

Les aulres coordonnées 0_; = {0,.] # i} sont nconnues
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Dans cetle Po\r&ie oW suppose que ® C R? et on veut
effectuer un test sur une coordonnée de 6

Les aulres coordonnées sont appetés les Paramé&res
de nuisance

Exemple pour des échantillons qgaussiens

o On effectue un test sur la moyenne et la variance
est le parametre de nuisance

8 Ou nversement

Théoréme

On Supfose qu'il existe une fonction g : R? > R croissante par

rappor A la i eme coordonnée telle que

la Lot de Lla statistique W= g(K((X),...,K,(X)) ne délpehd pas
de. 0_1' st 01- == 60

1. Pour T1 : §'il existe C, tq Py_g(W> C,) = a alors le test
{W>C,} est de niveau a et UPPSB(a)

. Pour T2 : §'il existe D, tq Py_q(W <D,) = a alors le test
(W< D,} est de niveau a et UPPSB(a)

14%




Apptico&ian pour les échantillons gaussiens N(,u,oz)

La famille des lois gaussienne est une famille

expov\ev&s‘,eue
3. Pour T3

on suPPose. que 9 est Linéaire par mppor& a la L eme
coordonnée

2
S'il existe C},C, tel que (\/2n0)

H n
Py_g(W < C) = Py_og(W> C)) = al2 = X%\ <K1>

£X) = e 2 T X+ T X Ao

avec 0= et K(X) =
i 3 2
PeD i=1 Xi

Alors (W< C}U{W> () est un test de niveau o et 202

UPPS(a) On peut appliquer le théoréme Précéden& sur les

coordonnées du Fammé&re 6

1s0

Tesk sur La variawnce

T1:0%2< 63 contre ¢ > ag

1) T1: 6% < 02 contre ¢’ > o3

13
Le test de région critique Z X, —X,)*> agxn_l(l — ) est de niveau a et
T2 : 0% 2> 53 contre ¢% < ag i=1
VPPSR(a)
T3:062= 0'3 contre o> # ag
2) T2:0°2>0] contre 6> <q;
n
Le test de région critique 2 X, — X,)* < 02x,_1(a) est de niveau a et
néqalités) i=1
UPPsela
Si o= ag (@)
i, )
alors La loi de W=— Z X, =X) = —(Kz - —K2) ~7’(n—1) (La loi ne depemd pas BTl o = 0y contre o’ # ’70
i1 Le test de région critique

Z(X X, < opx, (ql2y O Z(X XY > o3x, (1 —al2)

W = g(K, K,) est une fonction Linéaire croissante par rapport a la 2 éme i=1 i=1
coordonnée a5 est de niveau a et UPPSB(a)

1
Ces tests peuvent &tre reformuler sur le parametre 0, = — 73 (avec les mémes
O

de p)




1) T1:p <0 contre p>0 est équivalent 6, <0 contre 6, >0

Testk sur la moyenne

S S,
La test de région critique X, > —— 1, (1 — @) est de niveau a <t UPPSB(a)

Vny/n=1

A g »
T1: 4 20 gonbre i ST equtvoieh& P <0 coplbresd 2) T2: p 20 contre p <0 est équivalent 6, >0 contre 6, <0

T2 : 20 contre p <0 est équivalent 0 20 contre 0, <0 - s
Lo test de région critique X, < ————1, 1(a) est de niveau a et UPPSB(a)
1

T3:u=0 contre u#0 est équivalent 6 =0 contre 6, #0 Vim/n=

3) Tester p < py comnbre p > piy est équivalent & T1 sur L'échantillon X, —py,.... X, =y X, = X, —p, et
X n 1 §, =5,
L ~ Student(n— 1) ovec 2= X,—X,?=K,-—K?
n

52 S On obtient un test de niveau a et UPPSB(a) en prenant comme région critique
b vE

Stpu=0(0,=0) alors T,= \/E

n=1 X, > p+———t,_1-a)

Vny/n =1

4) Tester p > py contre p < i, est équivc\LeV\E & T2 sur Uéchantillon X; — i,

on o T,=g(K.K;) avec g croissante par rapport & la 1 er coordonnée

Le théoréme précédent s'applique pour T1 et T2
On obtient un test de niveau a ek UPPSB(a) en prenant comme région critique

. . " ’ . \ b SR T < 4 S
Mais il ne s QPPLLqua pas pour T3 car g 1 ‘est pas Llinéaire by 3 R

Vny/n=1
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Proposition pour le test T3 : u =, contre u # y,

Le test de régi,oh critique

e S
X, > pg+———t, (1 —al2)UX, < yy+———t, (a/2)
\/;\/n -1 \/Z\/n -1
ce qui est équ.i.vatev\!: & X, =yl > ———t,_,(1 —al2)

Vny/n—1

est un test de niveau a. Il est UPPSE(a)

Test et Pvalue




Clest une Présev&a&ien alternative des résulkats d'un test

Notation : pour tout a on note R, la région critique d’un test de niveau
a

Définition La Pvalue est un variable aléatoire & valeur dans [0,1] définig
par

Pvalue = inf{| X € R(p)}

A Far&ir de la valeur de Lo Pvalue on Peu.& donner la décision du best &
tous niveau

Regle de décision : Si le niveau est égal & a alors
ol accepte HO / on rejette Hl au wniveau a si Pvalue > a

on accepi:e Hl / on rejette Hoau niveau a si Pvalue < a
157

Si le test s’écrit {T,(X,,..,.X,) <c,} avec ¢, le quantile
d’ordre a de la Loi de fonction de répartition F,

alors Pvalue = F\(T,(X,,....X,))

St le test s’écrit
{Tn(Xl* pog *Xn) < Ca/l} U {T;I(XI’ g ’)(n) > Cl—a/Z}

alors Pvalue = 2 * min(F(T,(X;,...,X,),1 = Fy(T(X;, ..., X))

oo Ay

St le best s’écerik
{TH(XI’ o) ’)(n) > Cl—a}

avec C_, le quah&ile d’ordre

1 —a de la loi de fonction de
répartition F

alors
Pvalue = 1 — F(T(X;,...,X,))

.P\mluu > <
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