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Modélisation bajésienv\e

Définitions et exemples

FLQM du cours

. Modélisation bayésienne
. Estimation et prévision bayésienne
. Comnstruition des lois a priori

. Algorithme MCMC

. Modéle Hiémrckique

Exem Ple et

mppets sur le calcul des lois conditionnelles




Exemple du billard

o On lance une bille qui s'arréke a un point
0 € [0,1] uniformément distribué.

o Question comment déterminer Lla valeur
de 0 sans effectuer de mesures ?

o On repete La méme expérience N fois de
f&goh indépendante eE on note X le
nombre de fois od elle sarréte & gauche
du point d’arrét

2 Comment estimer 0 a Pm*ki,r de X ?

Alkernative

0 est une v.a. distribuée
la loi de 0 est la Lot uniforme sur [0,1]

la Lot binomiale B(N,0) est la loi conditionnelle de X
sachant 0

Quelle est la Lol de 0 sachant X ?

Approche {réqueh&is te

X suit une Lol binomiale B(N,0) ot 0 est un Paraméfzre
nconihu

Y
La vraisemblance sécrit V(0,X) = <X> B (1.— 0"

A X
lestimateur du MV est éqgal a Q%V = v

Cet estimateur Wukilise pas la ler expériemae
aléatoire.

Conditionnemenk

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes.

Lla loi marginale de ¥ s’écrit

By =") BEE=YY —)

X

La loi conditionnelle de X sachant ¥ est donnée par la
formule de Bayes

PX =%, =)

PX =Pl = i — P =)




Conditionnemenk

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues.
On note f Lla densité du couple X, ).

la Loi marginale de ¥ admet une densité éqale a

Ky = Jf(x, y)dx

La Lot conditionnelle de X sachant ¥ admet une densite
définie par
fx,y)

Frxly) = 0)

Exemple du billard (cont.)

o O connait
0 ~ UQ0,1) et on note sa densité : n(9) = Iy ()

N
la Lot conditionnelle PX =x|0=9) = ( > Il -
X

o Formule de BAYES :

P(X = x,0 € B) =[ P(X = x|0 = 9)n(9) dd =J
B B

N b
< >8x(1—8) * 0.1y (9) d9
X

PX=x,0€ B)=P(0 € B|X=x)P(X = x)

Formule de BAYES

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires

La formule de Bayes est donnée par

PXeA|Y=y)fi(y)dy st Y est continue

PXeA,YeB =32
D PXEA|Y=y)P(Y=)) si ¥ est discrite

YEB

C’est l'oukil cenkral pour caleuler les lois conditionnelles,

Exemple du billard (cont.)

o La loi marginale de X est

1
PX =x)=PX=1x0¢c[0d] = <N>J 91 — HN 749
X/ Jo

o En appliquant la formule de Bayes, on obtient

PX=%,0€B
B e e = 2 E0OS )

P(X =x)

X1 _ Q\N—x
X1 _ Q\N—x 79| X =x) = @)
J,, 951 — 9= d9

[, 951 — 9)¥=xd

J, 951 = 9)=x a9

c’est Lla loi beta de Faramé&res

= J (9| X = x)d9 (x+1 , N-x+1)
B
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Modile [oaraméfkrique bavésiem

® On considére PJ(-),0 € O une famille de lois indexées
par 0.
On note X = (X;,...,X,) les observations,

2 On suppose que 0 est une

® la loi Pj(-) est Lv&erpré&é comme Lla loi conditionnelle
de X =(Xj,..., X)) sachant le Paramé&re 0

PaC) = 8610

Définition du modéle bayésien

loi a priori

Définition :

la Lol du Paramé&re 0 est appetéa « loi a priori »

o cette loi est comstruite & partir des informations disponibles sur le
paramétre 0 avant de collecter des données

o L'information (dite a priori ) provient
o d'avis dexpert

o de résulkats d'experiences précéc&en&es dont les résulkaks sont
sumnosé similaires

o des Proprié&és physiques

o Exemple du billard :

Own saik que 0 est La Posikioh du Poiv& d’arrét de la premi.ére
boule. D'aprés l'expert ce point est uniformément diskribué




r‘l‘réquam&ésie VS Bajési,em

® X,...,X, observations ® X,,...,X, observations Inférence

° il existe 0, € O inconnu ® 0 variable aléatoire
Lot a Foskerv‘.ori
o P(;i)( -) est la loi des 0PIl PO(-|0) est La
observations loi conditionnelle des
observations sachant @

Inférence

estimateur 0. X,) L2 g, ?
L)

intervalle de confiance

Im%éremae calcul de la lol a F)os&ermm

continue/continue
® L'objectif est de mettre & jour la Lloi a priori sur 0 & partir des

observakions. %
2 1 : densité de la loi a priori
o En combinant la loi a priori et la Lot des observations sachant le
parametre 0, on peut calculer o fM(x,...,x |0) : densité la loi de (X|,...,X,) sachant
° La loi jointe de (X,...,X,,0)

= Lt S L n)
2 La loi marginale de (X;,...,X) aPPeLée lot Prédi.c!:ive a priori o JOLMEQ  En1s o B) ﬂ(g)f( G | 9)
ou la vraisemblance Marginale
® La loi marginale : m,(x,...,x,,) = J ﬂ(&)f(")(xl, o, [9)dd
2 La loi conditionnelle de 6 sachant (X|,...,X) o)
Définikion : P o n
LO\LOI'. AC%V\AL!:‘LOV\MQLLQ 323& QT'QMéET‘E 0 gﬁ(‘lhdhk LQS »ﬂ# i Vil o La Lot a posteriort : 7[(8 |x i i ) = ﬂ(lg)f( )(xl’ o | 19)
obserVgEiohé_ esk QFFaléé_L < ot o Pos&gficr{ ) X% ; F ¥ e

BB Gr s 5 )




calcul de la lol a Pos&eriori ’
discrete / disereke

° ©={0,...,0,} lalola priori est définie par 7, = P(0 = 0)
o PUE v - L XA o Lot Bt O X ) ekt 0

o La Lot marginale :

P
PO, = xp, B K, = x) =i a POCX, — e — 0= 0)
1

o La lot a Pos&eri.ori. ;

7 PRIXE T X = ) =0,
PO=6|X =x,....X,=x) = : &l 1 n | )
P(n)(X] =Xx,.. _’Xvn =_xn)

calcul de la Lol a pos&eriori ’
discrete / continue

° ©=1{0,...,0,} laloia priori est définie par 7= P(0=0)

° fV(x,...,x,|0) : densité La loi de (X|,...,X,) sachant 0

P
® La loi marginale : m,(x;,...,x,) = Zﬂif(”)(xl, e 10
1

f N, .. ..X,10)
mn(Xl, g ,Xn)

° La Lot a posteriori : P(0=06,|X,,....X)

calecul de la Lol a [pcysf:eriori :
conkinue/discrete

2 7 : densité de la loi a priori

2 la lot de (X|,...,X,) sachant 0 est discréte

o La Lot marginale :
P (Xy=x. = [ ADPOX, =x i = %, |9)dd
(C)

o La lotl a Pos?:eri.ori. 2
_ a®POX =x,...,. X, = x,| D)

A B e ) —
i w) Xy, X o

Remo\rque

@ A partir de la loi a priori et Lla conditionnelle de X sachant 6 on
connait la Lot a Pcsﬁericri a unhe constante mu&iptico&ive prés.

2 par exempte st 0 esk une va conktinue on a

oIz, .. a0 )am( Dy, - . o x [
ow
O x], 0 X TR (X = Xy, o A

o Comme on cherche une loi de probabilité, la Lot a posteriori est
bien définie & partir des expressions de droite




Choix de modéle : Facteur de Bayes :

® On veut comparer deux modéles bayésien M, et M,
® On note m, ek m? les vraisemblances marginales

On définit Le facteur de Bayes de M, contre M,

m, (x)
By = 5
;i (X)

St Bi, > 1 alors le modéle M| est meilleur que M,

Clest le modéle le plus vraisemblable entre M, et M,

Estimakion b&jéSiQMV\Q

o
=

estimation Probabit&s&e

o a partir du modele bayésien, own obtient une loi de
Probabtti&é sur le Famméfzre : la Lot a posteriori

o cette Lot résume L'information provenant des données
X=(X...,X,) et de Uinformation a priori

ISP ——— Observations

EOL a FOSEQT‘LOT’L

Chapi&re 2

Eskimakion ek Prévision
b&jésienhe

Eskimation par inktervalle

crédibilité




intervalle de crédibilite inkervalles de erédibilité

® On fixe a € 10,1/2]. o IL Wy a pas unicité des Lss'intervalle,

o cherche un intervalle [I(X);u(X)] C O kel que
o tous les intervalles de Lla forme suivante sont des intervalled

PO € [IX):u)] |1 X)=1—-a crédibiliké

o In&erpré&a&iov\ : Ayant observé X, e de e i [9f.X); g1 —a+p,X)] avec 0L f<a

Uintervalle contient le Paramé&re 0
avec une Probabiti&é 1 =

2 On cherche le Ptus court
intervalle :

o exemple : on cherche La valeur de f

IX) = g(al2,X) ek u(X) = g(1 — a/2,X) qui minimise la longueur

ot g(a,X) quantile d’ordre a de La loi a Fos&eriori gl —a+p,X)—q(p,X)

défouts des IC Qégiam Highest Posterior Bensiij (HPD)

1. Soit [I(X),u(X)] le plus court intervalle de crédibilite
de niveau 1 —a

On cherche la plus petite région H C O telle que
POCHIX, . &=

[a,b] C [IX), u(X)] vérifie ces régions sont de la forme

P@ € [a,bl|X;,....X,) =0
HKK)=1{0 :x(0]X,,...,X,) > K}

= [I(X),a] U [b, u(X)] est une
régioh de niveau 1 —a PLus
courte que ic op&imai.

On choisit la valeur K:=K,_(X)
telle que
POe HK_XN|X,....X))=1-«a

La région {0 : 7(0]X,,....X,) > K,_,(X)}

2. La généralisation en dimension supérieure est difficile
est appelé région HPD de hiveau | —a




A Exemple
Pro F‘T‘LQEQS ® 0n modélise Xj,...,X, le nombre de pannes par une loi de poisson de
paramétre 6 » ©

o La loi priori est la loi exponentielle de Paramé&re 1

° la définition est indépendante de Lla dimension de ©

o Calcul de la loi a posteriori
o En dimension 1 si la distribution est unimodale alors Lot gamma (21,11)
la région HPD est un intervalle qui coincide avec le ° PXy=xp,. ., X%, | 9) = e P9 TN '
plus court intervalle de crédibilité
, G ° 7(8|) x e Iy,
o la définition se généralise aux lois discrétes en
prenant ° w(B|x),...,x,) e PHIQER L

HEK)={9 : PO=9|X,,...,X) > K]  On obsarve 1 = 10fsll I Y

o Lot uniondale : IC ek HPD colihcident

En utiltsant R _ peta opdmal= 007 lien avec les intervalles de
ggamnma. guantile de La Lot gamma

whichain recherche du min i ﬁOM“FE,QMﬁQ.

(1) on calcule et represente 2 un intervalle de confiance de niveau 1 — a est une intervalle aléatoire
la Llongueur en fonction de f ' [a(X) , b(X)] tel que, pour tout 6 :

(2) on dékermine la valeur de Py [aX),b(X)]260)=1-a

P qui minimise la longueur

Seite 1l —a % des intervalles de confiance contiennent La vraie valeur du parametre
(3) on en déduit le plus court HPD - IC 95% =[1.13,2.74]

intervalle de crédibilité qui
coincide avee La régieh HPD ' 2 un intervalle de crédibilité de niveau 1 — a est une inkervalle [LX) u(X)] tel
que

PO e [lx),uX)]X)=1-a

Ayant observé X, Le paramétre appartient & L'intervalle avec une Frobabilihé l1-a




Probabiliké {réquem&is&a d’an Exemple : le modele exponentiel

LV\EQT’V&LL@ d@_ QrédLbi{_iEé conditionnellement a 0, X;,...,X, iid suivant une loi
axpohevd:ielle 0> o0

o Soik [LX) u(X)] un intervalle de crédibilité de niveau

W La Lot priori est la gamma de paramétre (a,b)

® Pour le modéle {Py,0 € O}, sa probabilité fréquentiste est La Lol a posteriori est la Lol gamma (@ +n,b+ ZXi)

égale &
gn+a(ﬂ) 5 gn+a(1 —a + ﬁ)

b+Y X, — b+YX

intervalle de crédibilité de niveau 1 —a

. Pour tout g€ (0,a) : est un

Py( [I(X), u(X)]  0) = f(0,n)

En général pO.n)#1-a

Notation : g,(f) est le quantile d'ordre f et G, Lla
fonction de répartition de la loi gamma (a, 1)

o le niveau fréquentiste est Crédﬁbbtb&é d'une th’(’)&héSQ
p(n,0) = G,(8,44(1 — a+ ) — bO) — G,(8,,.(p) — bO)

o AW fixé, quand a-> © et b-> © alors le niveau fréquentiste converge On comsidere le test statistique
Hy:0¢€ 0, contre H, : 0 € O,

vers 1 —a Notation : ¢4 est le quantile

d'ordre /et @ la fonction de On suppose que POeB)#0 pour i=12
répartition de la Lot gaussienne
N(o,1)

o Approxi_mo&ioh de la loi gamma
Reégle de décision Bo.jési.evma :

o Guand ni® oo, W o (o) ” \/Z h o On caleule les Frobabutnf:es a posteriori des hypothéses :

P € 0,;|X) pour i=1,2
o iy o al G ~ ® d
o \/Zx el e Ll el > ® On dit que Hj est plus crédible que H, si
® A (ab) fixés, le niveau fréquentiste converge vers 1 —a quand n — . PO € ©,|X) > P(O € ©,|X)
LVintervalle de crédibilité de niveau 1 — a est un intervalle de

La valeur de Lla probabilité a posteriori quantifie la crédibilité de
confiance asymptotiquement de niveau 1 —a = Uhypothise.




Exemple : modele exponentiel (cont)

densité a posteriori

La Lot a Posbertori est Lla Lol gamma

(n+a,b+ ZX,-)

On prend a=b= 1

Prévision Bajésienne

fct repartition

Prévision en loi
On évalue La pobabilitité a posteriori
de L’hvpo&hése nulle, c’est & dire

00 02 04 06 08 10

PO <11X) =G, b+ ) X) (= ¥3 %)

Lot Prédbt:&f,ve Calecul de la loi prédia&éva

® Objectif : on veut prévoir X,.; & partir des observations

o La loi Frédicbive s’éerik :
7’ -
passées (Xj,...,X,) dans le modéle baje.suev\

f@p(xn+1 [ &x,....x,)7(8|x,,...,x,) d continue

PGy |51, ) = X)) PO =9|x,...,x,) discréte

Lot a priori n
RISC)

i e E o o Loi . % ;
Lot conditiochnelle : ek A A o Ct‘f‘?/ A | ° 0% pX,q|8,x,..., x,) est la densité de la Lot conditionnelle de X, ., sachant 6
des observotions P R et le Fassé X, X
sachantile varamekre
(x Xy |9
p(XiH—l |19,X] = f( : iad | )
JETRRE ALY
7 7
'Defihi&igh_‘:-ﬁl_g Lot Fredécb‘.\(e est la lot
conditionnelle de X | sachant (Xj,....X,). =
ey N At o P " HE . . . e .
B e . e RN La Lot predictive est unmelange de Lot




o A partir de la loi Prédi.d:i,ve on construik EXQMPLE’. . QbSQfVO\ELOV\S tid suivank f( ; |Q)

1. Un intervalle de prévision de niveau 1 —a, c’est un
intervalle [P;; P)] tel que

o L"mdépehdahce conditionnellement a 0 implique que

P(X,., € [Pi; P11 X,.... X)=1-a PRI )
n+ ’ s ey

o D'ou la loi Prédic&ive

P&y Xy, x,) =J S, DX, ..., x,) dI
)

2. Un préds‘.c&em’ ponctuel : Pour Uerreur L?, la meilleure
approximation de X, par une fonction de Xj,..., X, est

i v’ o
L e g conditionnelle ® Le prédicateur ponctuel est X, | = J EX, | NI X,,
5 )

Xn+l o E(Xn.:,_] |Xl’ S8 ,)(n)

Exemple : regression linéaire suivant
X=0t+e ¢ iid NO,0°

o L'iudépewiahce conditionnellement a 6 implique que

p(xn+1 |'9’x17 pas: ’xn) =f(xn+1 |19)
c’est Lo densité de la loi gaussienne de moyenne 01, et de variance o

o Dou la Lot prédictive Estimateurs de Bayes

B i
8 p(x, Al ) =J 20" 162 9| xy,. .., x,) d9do>
OXR*

V2ro Comnstruction d’estimateurs & partir de la loi a posteriori

® Le prédicteur ponctuel est égal & X, = E@|X),....X,) l,4,




Estimateurs de Bayes

o Soit L une fonction de coiit :
elle permet évaluer La quaLLEé d’un estimateur 6 := 6(X) du paraméh‘e 0

Cownskruction des eskimateurs de Bwjes

Ly(5,0) = (6 — )* cobl/erreur quadratique i On dé‘f‘-"\ih p(d) = J L(o, Hn(d| X}, ... X,) dI
(€]

Exemple :
P L(5,0) = |6 — 0| cotit/erreur absolue L!

Théoréme :
plus généralement c’est une fonction positive L: @ X0 — R* telle que
L5 =0s8ad 8" (X) = argmin p(6) est un estimateur de Bayes

® Le risque bayesien d'un estimateur § du paramétre 0 est o Cas Par&icuif.er

16, 7) = EQL((X), 0)) = JL((S(x) Op e Ao o Colit quadratique : L'estimateur de Bayes est L'espémnce de la lot a
v % Poskaricri

e JL(B(x),&)ﬂ(& |x)dSm,(x,,...,x,)dx,...dx, 5%(X) = E(9|le o Xn)

Définition : Un estimal:%n_" 0" est un 25&‘-’%’“}“’#}3 de Bayes sous colit L, s'il o Colit absolue : l'estimateur de Bayes est la médiane de la loi a posteriori
PR SETE T W S SeoTRBE TR Se SR T S
_ minimise le risque bajesuev& _ clest ‘&,_dw@,_r(ﬁ’%gg) <o, m) pour estimateur §

Contexte
on suppose que le modile {P} = P"(-|0) 0 € O} est réqulier

Sous ces hypothése : L'estimateur du maximum de vraisemblance (B
converge presque surement et oMY est asymptotiquement efficace

‘P!’Olﬂ'fiéftés as:jmpkokiques On suppose que les observations sont iid suivant f ob 6, appartient &
Lintérieur de O

Théoréme 1
si mp, m) sont deux lois a priori telles que 7(0) > 0, V0 € ©
alors pour tout A C O :

J | 7,8 X) — 78] X) | d® 225 0
A n—oo




/ .
Théoréme 2 Théoremwe 3
St 7 est une loi a priori telle que 7(0) >0,Y0 € 0O et 7 est C? sur

St 7 est une loi a priori telle que 7(0) >0,Y0 €O et 7w est C' sur © C
alors alors

1) Pour tout intervalle ouvert U contenant 6, 1) On peut approcher la Lot a posteriori par la Lot gaussienne

ona POeU|X)LS1 de moyenne E@@|X) et de variance Var(6|X)

- 2) On Peu& approcher la loi a oshenon }5&1‘ la Lot gaussienne
2) E(0|X) — 6, de moyenne MV ¢k de vo.namca o i (- A
= ot I est L’ mformahon de Fisher ampor!:ee par une observation
3) Var(0]X) 250
noo 3) On o \/n(E@|X) - eMV)

n—oo

Cohséquemce du théorémwe 3 Chapitee s
1) Uestimateur de Bayes sous coiit quadratique P

c’est & dire 6"(X) = E@|X,,...X,) est asvmpﬁoﬁqu_emehﬁ

efficace Lot a Fari,ori,

4) Le niveau fréquentiste des intervalles de crédibilité
de niveau |1 —a converge vers 1 —a

pO,n)—1—a

oo




Lol discréte

Lois iVl“fOT'MO\EE‘VQS o On suppose que le paramétre appartient & un ensemble fini

©=1{0,....0,} avec les probabilités 7,,...,7, c’est & dire

e Source d'information :
o les résulkalts d’études Frécédevd:es SuPFPOSées similaires

o les avis de p experts et la Frcba représeh&a la
confiance accordée & chaque expert.

o La loi a Poskeriori est ausst une loi diseréte a valeurs Illuskrakion
dans O

o la Lot a priori est uniforme sur {0, 1/2, 1 ,3/2, 2}

o Pour tout i=l..p, o a 4
o les observations sont simulées suivant la lot exponentielle

5:X|0)m; de Paramé&re 078

z =1 71}];1(X | 0]) . Evolution des probabilités o
i 3 posteriort en fonction de n
. —— P(theta=1/2| X)
— P(theta = 1| X)

PO =0,]X) =

oSt X~Py avec P(O=06)=0
alors Lla Lot a Pos&eriori ne se concenktre pas autour de la
vraie valeur c’est a dire »
il existe un inkervalle U tel que 6, €U et On reprisente La Lot
PO € U|X) » 1 : fonction de n pour
3 échantillons.

00 02 04 06 08 10 12




Illuskration (cont.) His&asrqmmcg
On relaxe le contrainte de finitude de @ = {4, ... ,0,} en prenant
o les observations sont simulées suivant la loi exponentielle comme support un intervalle
de Paramé&re 1

. On ordonne les valeurs 0,i=1,...p
e 0 PO=1)=1/5 Evolution des probabilités a posteriori en
; N a = — ' ‘ v
fonction de ° ol ajoute une borne inférieure : <0, <0, < - <0

P

—— P(theta=t | X)avect= 0, 1/2, 3/2, 2 OV\ COVLSETU.“Z L'hiSEOST‘O\MME

—— P(theta = 1| X)

P

7
ZOEDY R )
=1

=]

o Own observe que

PO=1]|X)—>1
o Cette Lloi vérifie PO € [0,_,0]) ==,

00 02 04 06 08 10 12

® 7(0) > 0 pour tout 6 € [6; 0,

Illustration (cont.)

o La loi a posteriori s'éerik

p s o les observations sont simulées suivant la loi exponentielle de
2O1X,,... X)) x Y S, X, 1) 1y, 0) paramétre .75,
i=1 i~ Yi-1

A ri.ori uniforme A riort non uniforme

Z[I):l Q——IH,_lf(Xla cee ‘)(II I g) 1[6,-,].6,-[(0)

i 9,'
25,21 : _ﬂe-,l fe-,, fX,,...X,|0)de

m01X,,...X) =

00 05 10 15 20 25 30




Famille de lois conjuquées

On considére P = {r,, 1 € A} une famille Paramé&riqua de
lois sur O,

Définition

On dit que P est une famille conjuguée avec
F={f(-10),0€ 0} st la loi a priori QPPar&LehE a P alors La
loi a posteriori appartient aussi & &,

Aubrement dit
VAEA st 0~ m alors JAUX) € Atel que (0| X) = myx,(0)

Choix de L’kvper[mro\méhe A

® on fixe la valeur de 1 & partir de L'information disponible a priori

° Exemple 1. Information a priori : 0 est autour de 1

® On choisit 1 tel que E@©) = JS@(&)d& = 1. En fonction de la

dimension de A on pourra aussi ajouter unhe contrainte sur La
variance de 6 qui traduit la confiance accordée a L'informakion

° Exemple 2. Information a priori : 0 €A (avec une forte probabilité)

% On fixe 4 kel que POeA)= J (DAY =95% ou ¥6%, 99% ... en

A
fonction de La confiance accordée & L'information

Exempl&a de Famille de lois
ﬁonjyguées

® F est la famille des lois exponentiel!
S, ..., %,|0) = "%
o La famille des Lois Gamma est une famille de Lois conjuguées :
1
(0 = b'——e%0 1, a> © et b> o,
I'(@)

onal=(ab)— UAX)=n+a,b+nX)

® F est la famille des lois uniformes sur [0,0]

fx = EIM,,SQ avec M, = max(X ..., X))

o La famille des lois de pareto est une famille de lois conjuguées :
a
n(0) =a——-1,,, avec a> et b>o,

9(l+l
On a 4=(a,b) — AX) = (n+a,max(b,M,))

Métav\3€: d'exper&s a priori

° ‘Prorzosi&ich :Soit P={m, €A} une famille de lois conjuquées,
Lla famille des mélanges de lois de P forme aussi une famille de
Llois conjuquées

k
fiamyel : un mélange s’écrit Z pjﬂij(ﬁ) avec (A,....4) € e
k oy
P P) €01 et Y pi=1

J=l

° AEPLI‘.CO&iOV\ : on peut prendre en compte différentes sources
d'ihformation et accorder des poids différents en fonction de La
fiabilité des sources




Illuskrakion : modele expom«an&iet

Exper& 30 =R1%ES

Lots non informatives
A priori r4.4) A priori I'(16,8)

A posteriori I(n+4, nX, +4) A posteriori I'(n + 16, nX, +8)

A posf:eri.ori.

Lot a pr&m‘i mercpre_

21\)66 7(9) = co  discréte

® On considére 7: O > Rt telle que {

j@ 7(9) dd = 0 continue

7 ne définit pas une Lot de probabilité sur ©
Définition

on dit que 7: ® > RY est une loi impropre pour le modéle F = {f(-]6),0 €0} si

J m(O)f,(xy,...x,10)d0 < co presque surement.
<]

St 7 est une loi impropre alors La Lot a posteriori est bien définie par
7(0)f,(X16)

ok o J, OV,(X[8)dd

St 7 est une loi impropre alors poun tout G>0, 1(0) = Cr(0) est aussi une Lot impropre.
A pantin de ces deux lois impropres, ol obtient la méme Lot a posteniont

Exempte : modele exponen&iet

On considére m(0) = 1,.(0)

on a

J 7(9) d9 = ©

R+
J HO (s ... x, | 8)dS = J e %9 <00 & (n> 1 et X,>0).
) R+

La fonction 7 définit done une Lot impropre st et seulement w1

Pour n> 1, la loi a posteriori est la loi gamma I'(n + 1,nX,)




Lol a priori de Laplace

2 Si O est un ensemble fini ou de mesure de Lebesque finie

(J dd < ©) alors la loi a priori de LapLace est la Lot uniforme sur
)
(€]

oif, 0O infini dénombrable I@ d9 =
" Zice X9 < 00 o £X19) d9 < oo

alors la Lot a priori de Laplace est une loi impropre définie par
m(0) x 1(0).

@ ‘Froloosif:ion : St la loi a priori de Lqpto«:e existe alors la Lot a
posteriori vérifie 7(0]X)  f,(X|6)

Lot Nown informative de :’)eﬁr@js

o La loi de Jeffreys favorise les régions ob
L'information de Fisher prend des grandes valeurs
c’est & dire les régions ot les données apportent
plus d'information sur le paramétre

o La Lot de Jeffreys est invariante par
reparamétrisation

Lol Nown informative de Jeffreys

® On suppose que le modele F = {f,(-]0), 0 € O} est réqulier

® Soit I, l'information de Fisher et |I,|son déterminant

° st J [T(] d9 < oo
(C)

owu

si J VIO dd =0 ek J VILTLX]9)dI < oo
(C) ®

alors La loi de Jeffreys est définie par a(9) o4/ |1,(9)]

Exempi.e : modele e.xpmxe.m?:iei.

On considére wn variables aléatoires iid suivant la loi
exFohev&LeLLe

n

Linformation de Fisher est donnée par =

£ s 3 g
—dd = 0 ek 9" e 9%, 49 < 00 ps car w30 ek X, > 0 ps
P n P
ot o

1
La loi de Jeffreys est une Lot impropre définie n(f) x 51 (0

La Lot a posteriori est la Lol gamma I'(n, nX,)




