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Fiche 1. Prérequis

EXERCICE 1. CALCUL DE LOIS : LA LOI 3

Soit (a,b) € Ry x Ry.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que
— X est distribuée suivant la loi I'(a, 1)
— Y est distribuée suivant la loi I'(b, 1)
On rappelle que la loi I'(a, 1) admet pour densité

ccccccccccccc

La fonction T' est définie sur Ry par
I'(a) = / et 1 dt = (a — 1)I'(a —1). fel
0 |

On a en particulier pour tout a € N, I'(a + 1) = a!

1) Ecrire la densité de la loi du couple (X,Y)
X
2) Donner la loi du couple (V,W) = (X +Y, m)
3) Les variables aléatoires V' et W sont elle indépendantes ? Préciser les lois marginales de V' et
w.

4) En déduire une expression de B(a,b) := |, !

o TN (1 —z) da.
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EXERCICE 2. CONVERGENCE

Soit (@, B) € R%. On dispose deux échantillons indépendants (X1,...,X,) et (Y1,...,Y},) qui
possédent les propriétés suivantes

e (Xi,...,X,) sont iid suivant la loi exponentielle de paramétre «

e (Y7,...,Y,) sont iid suivant la loi exponentielle de paramétre af3.
La loi exponentielle de paramétre 7 > 0 a pour densité f(z) = 7e~7* Ig+(x) On souhaite estimer
les paramétres « et 5 & partir des observations (X7i,...,X,,Y1,...,Y,).
1) Ecrire la fonction de vraisemblance de I’échantillon (X1,..., X,,Y1,...,Y,).

2) Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres (o, 3). On les note

(s B)-

3) On pose
B 1 n B 1 n
= Z et V=3 Y
i=1 =1
_ -
Montrer que le vecteur Z, ( - ) converge presque siirement vers z = <a1 ﬂ1>'

4) En déduire que (G, 8y,) est un estimateur convergent au sens de la convergence presque sure.

5) Montrer que /n(Z, — z) converge en loi vers une variable gaussienne. Préciser la moyenne et

la variance de la limite.
Qi o
va((5)-(3)

converge en loi vers une variable gaussienne. Préciser la moyenne et la variance de la limite.

6) En déduire que

EXERCICE 3. CONDITIONNEMENT POUR DES LOIS DISCRETES
Soit (X1, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes et de méme loi définie par
P(X,=k)=a"(1-a) VEkeN

ot « est fixé dans ]0,1[. (On note G(a) cette loi)

On pose

Déterminer la loi de X7 sachant N.

EXERCICE 4. CONDITIONNEMENT DANS LE CAS DE LOIS CONTINUES

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires positives. La loi du vecteur (X,Y) est donnée par
— Y a une loi de densité

f(t) = N2t e Mgy (2)
— La loi de X conditionnellement & Y est la loi uniforme sur [0,Y].
Quelle est la loi du vecteur (X,Y)?
Quelle est la loi de X ?
Quelle est la densité de la loi de Y conditionnellement a X
Calculer E(Y|X) et E(Y) (par deux méthodes) .
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EXERCICE 5. CONSTRUCTION DE LA LOI MULTI-NOMIALE

Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes. La loi de X; est la loi de poisson de
paramétre #; > 0. On pose S,, = X1 + ... + X,,.

1) Quelle est la loi conditionnelle de X sachant S,

2) Quelle est la loi de (X1, ..., X,,) sachant S,.

EXERCICE 6.
Soit X1, -+, X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi appartenant & L.
1) Caleuler E(Q-7_; X;[X1).
2) Montrer que 'espérance conditionnelle E(X| Z?:1 X,) ne dépend pas de k.
3) Calculer E(X1| Y7, X;).
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