Inkroduction a la sEa&LsELque
b&jésie»\ma

Anine ‘Phiu[ope

Université de Nantes, LMIL 2020

Chapi&re 1

Modélisakion bavésiehne

Définitions et exemples

F:Lan du cours

1. Modélisakion bajésiev\ne
2. Estimation et Frévi.stov\ bajésievme

3. Construition des lois a Priori

Exempte ek

ro.maets sur le calcul des lois conditionnelles




Exemple du billard Approche {réque.mfzis&e

o On lance une bille qui s‘arréte & un point
0 € [0,1] wniformément distribué. X suit une loi binomiale BN, 0) ot 0 esk un pammékre
thconinu

o Question comment déterminer la valeur 0 ¢ 1 3
de 0 sans effectuer de mesures 7 La vraisemblance s’éerit V(0,X) = (X) )

o On repéte la méme expérience N fois de
fagon indépendante et on note X le
nombre de fois ot elle s'arréte & gauche
du point d'arrét

A X
L'estinmateur du MV est égal & 9%‘/ - S

Cet estimateur nWukilise pas la ler expérievxce
kel Loy
2 Comment esktimer 0 a Far!:i.r de X ? aleatoire.

Conditionnement
Alkernative

Soik (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes.
0 est une v.a. distribuée Lla loi marginale de ¥ s’écrit
la loi de 0 est la loi uniforme sur [0,1] PY =y) = Z BEE—'Y — )

la loi binomiale B(N,0) est la loi conditionnelle de X i

sachant 6 La loi conditionnelle de X sachant ¥ est donnée par la

ormule de Bayes
Quelle est la Lol de 0 sachank X ? ¥ J

PX=xY=y)

PX=x|Y=y) = PSS




Conditionnement Formule de BAYES

Soit (X,7) wn couple de variables aléatoires continues.
On note f la densité du couple (Y, Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires

la Loi marginale de Y admet une densité éqale a La formule de Bayes est donnée par

KO = Jf(x, y)dx PXeA|Y=y)f()dy st Y est continue

PXeA,YeR=1 2L
La loi conditionnelle de X sachant ¥ admet une densité Z PXeA|Y=y)P(Y=y) si ¥ est discréte
définie par YER

Frxly) = lie C'est l'outil central pour calculer les lois conditionnelles,

()

Exemple du billard (cont.) Exemple du billard (cont.)

o La loi marginale de X est

< N 1
° On connait P(X=x) = P(X=x6¢€[0,1]) = < ) J 95(1 — 9YV" a9
0~ UQ,1) et on note sa densité : a(9) = Iy 1(9) x/ Jo

N
la loi conditionnelle PX =x|0=29) = < ) Dl — 90 o En o\[ppli.quah& la formule de Bayes, ol obtient
X

PX=x,0€ B)
o Formule de BAYES : P(X = x)

PO E€B|X=x) =

Sl ==
[, 951 = 9)N=x a9

P(X:x,@eB):J

PX = x|0 = 9a(9)dd =J
B

B

<1)\C/> (1= ¥~ Iip,11(®) dd IB 951 — V= dd | X =x) =

e -gyag
P(X=1x,0 € B)=P(0 € B|X = x)P(X = x)

c’est la loi beta de paramé&ras
= j (9| X = x)d9 (x+1 , N-x+1)
B




exlaériemcas numériques

N 5 10 so
X 3 s 31
my d 0.8

loi

prior

— posts

— ot e quantile quantile Définition du modele bayésien
— posts0 2.5% 9785 %

— post100 R
(Fﬁ.or) T 50 03 9%

[ N =8 .57 7.22 F¥ Lot a priori

7(. | X)
N =10 | .80 24 77

Pos&eriort
Represen&o&iov\ des lois N=so| 6 4% 74
condibionnelles de 0 sachant

les N observations

S¥ 76

Définition :

Modile Faramé?:rique bwjésiem

la loi du Paramékre 0 est aumoeiée « loi a priori »
o cette loi est construite & partir des informations disponibles sur le
® On considere Pj(-),0 € O une famille de Llois indexées poraraetre. 9 avariag Collecil T =
par 0. o L'information (dite a priori ) provient
On note X = (Xl’ e ’X}’Z) les 0b5€r\/ﬂ&i0h5. o d’avis d’gxrgrh
® On suppose que 0 ek o de résmf&afﬁs.d'-experiemces précédentes dont les résultats sont
suppose similaires
® la loi Pg(-) est iv&arpré&é comme Lla loi conditionnelle o des propriétés physiques
de X =(X),...,X,) sachant le Faraméf:re 0
o Exemple du billard :
On sait que 0 est la position du point d’arrét de La Premiére
boule. D'aprés L'expert ce point est uniformément distribué

PG =188.:19)




ﬁréquam&is&a VS Bavésieh

® X,,...,X, observations ® X,,...,X, observations
o il existe 0, € O inconnu ® 0 variable aléatoire

l 7’
o Pi(+) est la Lot des ° PI(-)=P"(.|0) est La nférence
observakions loi conditionnelle des
observations sachant 0

loi a poskeriori

Inférence

estimateur é(Xl, Ll ) M 6y ?
.

intervalle de confiance

Iw?érev\t:e calcul de la loi a Fos&emom

continue/continue

® l'objectif est de mettre & jour la loi a priori sur 6 & partir

des observations. @ 7 : densité de la loi a priori

o En combinant la loi a priori et la loi des observations sachankt @ ¥
le paramétre 6, on peut calculer ° fxp,...,x,|0) : densité la loi de (X|,...,X,) sachant 0

o i joi Qe (X, .., X0 3
Lol Lo o La Lok jotnte  : g,(,... %0 ) = 2OV Cipss, X, | 8)

2 La loi marginale de (X,...,X,) amaeléa Lot Frédic&iva a priori
@ Lloi tale : m (x,...,x.) = | 7O Px,,...,x |9)d9
o La loi conditionnelle de @ sachant (X|,..., X)) Lo LotrradiEiiais (X1 w) J@ @ 1 ”l )

Définition : #oor S £ (n)
la Lot :%W*EE'LOV\V‘QHQ ‘;E& arametre 0 gﬁth‘?‘}“& LSRR ® La Lloi a posteriori : 2(9]x,...,%,,) = e 10)
obsenvations est appelée « Lot a posteriont > 20 R - 5 %)

s \po




calcul de la Lol a Posfzeriori ’
discrebe / discrete

° ©={0,....0,] laloia priori est définie par 7;= P(0 = 0)
o POy o Ke=ullid) - Lol Bl . X.)Machont 0

o La loi marginale :

P
PO, = k0K, = 1) e POLX, — G — iD= 0)
il

o La lot a Fos&eriori :

A O = e )
PO= 01X = 5y 0 X e ] )

By, . .. X, =x,)

calcul de la Lol a pos&eri,ori ’
discrete / continue

° ©={0;,....0,} laloia priori est définie par 7;=P(0 = 0)

° fW(x;,...,x,|0) : densité la Lot de (X|,...,X,) sachant 6

p
® La loi marginale : m,(x,...,x,) = Zﬂif(”)(xl,...,xnlﬁi)
1

T Er,. .. X,|0)
W X))

%o foUE posteriori : P(0 =6,|X),....X,)

caleul de la Lol a pos&eriori :
conkinue /discreke

® 7 : densité de la loi a priori

o la lot de (X|,..., X)) sachant 0 est discréte

o La loi marginale :
P(Xi = x5 0 — J A OPOX, = xp,...,X, = x,|8) d9
(C]

o La loi a Pos&erior‘u g
_a®PP X =x,..., X, =x,| )

F el B ) —
S w) P =%, XY

Remarqw&

2 A par&ir de la Lot a priori el Lla conditionnelle de X sachant 0 on
connailt la Lot a pos&eriori A une constante mu&iplicaﬁve prés‘

o par examPLe st 0 est une va comntinue on a

@\ xy, ..., x,) < 2O, ..., x,|8)
ou
(8 xi, ... %, TR (X =g, . X =

o Comme own cherche une Lot de probabilité, Lla loi a posteriori est
bien définie & partir des expressions de droite




Eskimakion b&jésiemne
‘""“"P"&‘"e 2 eskinmakion probabitis?ﬁe

Eskimakion ek PréVE«SEOV\ ® a partir du modéle bajésie\/\, on obtient une Lot de
v .
bayésienne

probabiti&é sur le Pm‘amé&re : la Lot a posteriori

o celte loi résume L'information provenant des données
X=X,...,X,) et de Uinformation a priori

_.__._________ Gbservakions

Lot a Foskenon

inkervalle de eréedibilité

2 On fixe a € 10,1/2].
o cherche un intervalle [I(X); u(X)] C O tel que

PO e [lX);uX)]|X)=1-a

Intervalle de crédibilité de niveau 1 sur

Estimation par intervalle o Interprétation : Ayant observé X,
Uintervalle contient le parametre 0

avec une Probabtlt&é 1 -
crédibiliké
o exe.mpte :
I(X) = qg(al2,X) et u(X) = g(1 — a/2,X)

ot ¢(a,X) quantile d’ordre a de la Lot a posteriori




inkervalles de crédibilité défauts des IC
@ IL Wy a pas unicité des Lss‘intervalle, . Soit [I(X),u(X)] Le plus court intervalle de crédibilité

o tous les intervalles de la forme suivante sont des intervalle de niveau 1 —a

erédibilité [a,b] C [I(X), u(X)] vérifie

| P@ € [a,b]|X,....,.X)=0
[4.0: (1 —a+B.0] avec 0<f<a S
, = [I(X),a] U [b, u(X)] est une

o On cherche le Ptus court P 1‘ "y 2 Ao o L

: courte que IC optimal

on cherche La valeur de f '

qui minimise la longueur

2. La qénéralisakion en dimension supérieure est difficile
ol —a+ pH) s 9 P i

Région Highest Posterior Density (HPD)

?roprié&és

On cherche La F)Lus Peh‘.&e régioh H C O telle que

POeH|X,,....X)=1-—a

e Régon HPD de niveau 1 — o sur ® Lo définition est indépandah&e. de la dimension de O

ces régions sont de la forme A
o En dimension 1 si la diskribution est unimodale alors

H(K) = {0 : =(0]X,,....X,) > K} La régiov\ HPD est un inkervalle qui coincide avec le
Pl.u,s court intervalle de crédibilité
On choisit la valeur K:=K|_ (X)
telle que

PO e HEK,_,X)|X,,....X)=1-a premant
HEK)={9 : PO=9]X,....X,) > K}

o la définition se géméralise aux lois discrétes en

La région {6 : n(0]X, X,) > K,_ ()}
est ampeté région HPD de niveau 1 —a




Exemple

® On modélise X),....X, le nombre de pannes par une loi de poisson de
parametre 6 > ©

o La loi Priori est la Lot expoheh&ieLLe de Pm‘amé&re 1

o Calcul de la loi a Fos!:ari.ori

loi qamma (21,11
Le 206 = on i i) = e Mg 3 (21,22)

° (8| x eI,
o w(®|xp, .\, x ) e TBOIEY,
o On observe n =10 et ZX, =20

o Lot uniondale : IC et HPD coincident

Lien avee les intervalles de
confiance,

2 un intervalle de confiance de niveau 1 —a est une intervalle aléatoire

[a(X) , b(X)] tel que, pour tout 0 :
Py [aX),bX)]20)=1—-a
1 — a % des intervalles de confiance contiennent La vraie valeur du parametre
o un inkervalle de crédibilité de niveau 1 — a est une intervalle [L(X) u(X)] tel
que
PO € [l(x),uX)]|X)=1-a

Ayant observé X, le paramétre appartient & L'intervalle avec une Probabttibé l1-a

En utilisank R beta optimal = 0.017

ggamma guantile de la Lot gamma
whichwmin recherche du min

(1) on calcule et represente
la longueur en fonction de f

() on détermine la valeur de
P qui minimise la longueur
(3) on en déduit le plus court HPD -1C 95% =[1.13,2.74]

inkervalle de crédibilité qui
coneide avee la régioh HPD

Probabilité {réquemﬁisﬁe d'un
intervalle de créedibilitée

o Soit [LX) u(X)] un ntervalle de crédibilité de niveau
l-a

% Pour le modele {Py,0 € O}, sa Probabiii&é fréquev&is&e esk
égale &

Py( [IX), u(X)] > 0) = p(0, n)

En général p@.n) #1-a




Exampte«. : le modéle ex[oc}nev&iet o le niveau fréquentiste est
P, 0) =G, (g,.,(1 —a+p)—b0)—G,(g,..P) — bo)

o A n fixé, quand a-> © et b-> © alors le niveau fréquentiste converge
vers 1 —a

conditionnellement & 0, X;,...,X, ud suivant une loi

n
axponev&ieue 0> o0

Lot S L 4 \ b Notation : ¢, est le quantile
- La lot priori est la gamma de pamme&re (a,b) et o eI

o Approximation de la loi gamma ’
répartition de la Lot gaussienne

La lot a posteriori est la Lot gamma (g +n,b+ ZX,-) N(o,1)

o Quand n — o0, on a g,(f) ~ n+n
utdB)  Gurdl—a+p) w 8.B) ~ gp\/n
; est un

b+Y X' — b+YX @ St \/;x +n avec x#0 alors G,(x,) ~ @ (x) quand n — oo

. Pour tout g€ (0,0) :

. 7 BRI R4 .
intervalle de crédibilité de niveau 1 -a 2 A (a,b) fixés, le niveau -fréquavx&is&a converge vers | —a quand n — co.

L'inkervalle de crédibilité de niveau 1 — a est un inkervalle de

Notation : g,(f) est le quantile d’ordre f et G, la

. : i i de ni 1-
fonction de répartition de la Lot gamma (a, 1) copfiance asymplefigieelng o ke

Crédibilité d'une kjpoEkése_ Exemple : modele exponentiel (cont)

densité a posteriori

On considére le test statistique o La loi a Pos&eri.ori. est la loi gamma

On suppose que POeB)#0 pour i=1,2

00 05 10 15 20

v o On Prev\d a=b= 1
Regle de décision Baujésiavma :

o On calcule les Frobabilv‘.kés a posteriori des hvpokkéses :

fct repartition
PO € 0,;|X) pour i=1,2

® On cik que Hy esk plits cregidle que 5t o On évalue la pobabilitité a posteriori

PO € ©y|X) > PO € O,]|X) de L'hjpckhése nulle, c’est & dire

00 02 04 06 08 1.0

Lo valeur de la probabilité a posteriori guantifie La crédibilité de e
lgsuss P P T PO<1|X)=G, b+ ) X)(=%3%)




Prévision Bcujésaevme

Prévision en loi

Calecul de la Lot prédicf:iva

o La lot Frédic!:i.ve s’éerik :
J@ P 18, x, .., x,,) w9 | Xy x,) do continue

PG %, %) = Zp(xnﬂ [9,x),....,%,) PO =3|x,,...,x,) Jdiscréte
IEC)

2 0% p(x, | x,...,x,) est la densité de la loi conditionnelle de X,,; sachant 6
et le Fassé X, oo
.f(xl’ s 7xn+l 119)

Xy |9, x e

R fC 5, |9)

La Lot predictive estiunimélange de Lot

Lot Fzrédiﬁﬁve

® Objectif : on veul prévoir X, & partir des observations
passées Xi5 ..., X)) dans le modéle bajesien

Lot a Priori

Lot conditionnelle {: Lolia chkenon

des observations
sachank le paramekre

Lot @ )
iR Wy L )
Pré&tc&tye 1

TR e G
conditionnelle de X\ sachant (Xj,.... X))

o A Par&ir de la Lot Frédic&ive o cownskruik

1. Un intervalle de prévision de niveau 1 —a, cest un
intervalle [P;; P,] tel que

PX, e[RRI X, .X)=1—a

2. Un Prédtdeur ponctuel : Pour Uerreur L?, la meilleure

approximation de X, | par une fonction de Xj,...,X, est
Uespérance conditionnelle

A

Xn+] = E(Xn+1 |Xl’ 20y ’Xn)




Exemple : regression Linéaire suivank
Exemple : observations iid suivant f( - |0) o=

L indépendoy\ce conditionnellement a 6 imptique que ° Lindépendance conditionnellement & 0 implique que
p(xn+1|193x1?" 'x) f( +1|19) p( +1|19x]s~-' ) f( +1|19)

c’est la densité de la loi gaussienne de moyenne 01, et de variance o?

o D'ou la loi Préc\icﬁve

PO X, x)= J S | D@ x5 .., x,) dS
e}

s Dou la loi Prédi.d:v‘.ve

1 S 2
0 p(xyq x5 nx) = J. e22 1 =0 ) 7:(02,19|x1,...,xn) d9dc?
OXR+

o

o Le prédicateur ponctuel est X =J EX . |92|X,,...,X,)dd
P P st ) al ! 2 ® Le prédicteur ponctuel est &gal & Some=E QXS 00D 1,

Eskimateurs de Bayes

o Soit L une fonction de coit :
elle Fermet évaluer La quatiké d’un estimateur 5 := 5(X) du paraméhre 0

Ly(6,0) = (6 — 0)? cotit/erreur quadrabi.que L?

Exemple :
P L(5,0) = |6 — 0| cobtlerreur absolue L!

plus généralement cest une fonction positive L: @ X O — R* telle que
Estimateurs de Bayes L5:6)=0565=0

o Le risque bajasiem d’un estimateur 6 du Pm‘amébre 0 est
Construction d’estimateurs a partir de la loi a posteriori "6, 7) = E(L(5(X), 0)) = JL((s(X) 9)g,(x, 9)dx, . ..dx,d9
= JL(5(X), D3| x)dIm,(x,,...,x,)dx,...dx

3 'Dafw« ion : Un esl:s.mat%r 5" est un estu%cke,ur de Bou_,es o s colit L, s'il
Mwumu.seﬁl.g nsque“bajes-.evé ces& & &we r(5’5&n;) o3 (5, ;r) Pawr e%ttmateuf‘ 6




Construction des estimateurs de Bayes

On définik p(s) = J L6, NHn(d|X,,...X,)dI
c)

Théoréme

8" (X) = argmin p(0) est un estimateur de Bayes ‘Fro‘orié&és QS?MPEO&WAQS
Cas Parkicu_tiar

o Coulk quadm&i.qu.e : L'estimateur de Bayes est L'espémv\ce de la loi a
Fos&ertorv‘.

8"X) = E@|X,,...X,)

o Cott absolue : lestimaleur de Bayes est la médiane de la loi a Fosheriori

Contexte Théoréme 2

on suppose que le modéle {Pj=P"(-|0) 0 € O} est réqulier :
St 7 est une Lot a priori telle que 7(0)>0,V0€0® et west C sur O
alors
Sous ces hypothése : LU'estimateur du maximum de vraisemblance g4
oMV 1) Pour tout intervalle cuvert U contenant 6,
¢ ona POeU|X) L1

n—oo

converge presque surement et est asymptotiquement efficace

On suppose que les observations sont iid suivant fy ot 6 appartient &
Vintérieur de © 2) E0]X) - 0,

Théoréme 1
st 7, 7y sont deux lois a priori telles que 7(0) > 0,V0 € ©
alors pour tout AC O :

3) Var(0]X) =0

n—oo

J | (8] X) — 78| X) | d9 25 0
A

n—00




-~y

Théoréme 3

St 7 est une loi a priori telle que 7(0) >0,V0 € ® et 7 est C? sur
(C)

alors

1) On peut approcher la Lot a posteriori par la Lol gaussienne
de moyenne E@@]X) et de variance Var(0|X)

2) On peut approcher la Lol a posteriori Igar Lo Lot gaussienne
de movenne MV et de variance n='11(01)
ol I est L'information de Fisher apportée par une observation

3) On o \/n(E@|X) - 1) =30
P

Ckapé&re 3

Lot a Priori

Comséauemae du théordwe 3

1) Uestimateur de Bayes sous colt quadratique
c’est & dire §"(X) = E@|X,,...X,) est asymptotiquement
efficace

4) Le niveau fréquentiste des intervalles de crédibilité
de niveau |1 —a converge vers 1 —a

BO,n) — 1 —a

n—oo

Lots informatives




o La lot a Pos&e’riori esk ausst une loi discréte a valeurs

Lot discreke doid 0

o Pour tout i=l...p, on a
o On suppose que le paramétre appartient & un ensemble fini
O =1{60,...,0} avec les Frobabiukés Ty,..., 7, c'est & dire PO =0,|X) = 5 (X1 0)r,
1
PO=6)=nx 2 Til(X16)

o Source d'information :

° St X~ Py avec PO@=6,)=0

o les résulkaks d'ékudes Précéciev&es su'nposées similaires alors La loi a pos&eri.ori, ne se concenkre pas autour de La
vraie valeur c¢’est & dire

il existe un ntervalle U tel que 6, €U et

POeU|X)» 1

o les avis de p experts et la Froba représenﬁe la
confiance accordée & chague expert.

Illustration Illustration (conk.)

o la lot a priori est uniforme sur {0, 1/2, 1 ,3/2, 2} o les observations sont simulées suivant la loi exponentielle

3 - ' 3 S . de parameétre 1
o les observations sonk simulées suivant la Lot exPov\av&LeLLa P

de paramébre 078 Evolution des probabilités a posteriori en
P Lubion d bobilits ®0na PO=1)=1/5 fonction de n
R R Evolution esproatiasa
. posteriori en fonction de n
—— P(theta = 1] X)

—— P(theta=1/2|X)
~—— Ptheta=1]X)

o On observe que

—_—
05 10 15 20 25

PO=1|X)—>1

on représeuke la loi

00 02 04 06 08 10 12

a Pos&erior-‘. en
fonction de n pour
3 échantillons.

00 02 04 06 08 10 12




Histogramme
On relaxe le contrainte de finitude de © = {6,,... ,Qp
comme su‘ppork un intervalle

} en Prehah&
On ordonne les valeurs 6,i=1,....p
on ajoute une borhe inférieure : ;<0 <6, <

On construit Lhistogramme

4

T
71'(9) = 1 1 . | (9)
; 6,- — 9[__1 [0,_1,6i(

o Cette loi vérifie PO € [0,_,,60]) ==

o () >0 pour tout 0 € [6);0,[

Illuskration (cont.)

les observations sont simulées suivant la Lloi expone\«hette de
Farame&re 78.

E\_loriori uniforme IA priori non uniforme|

00 05 10 15 20 25 30

o La loi a posteriori s’éerit
701Xy, ...X,) o Z 91 i -

Zl;:l mf(xl’ joke Xn | 9) 1['9,'-1’91'[(9)

T 0;
3 Yo | o, JX1s - X, 10)d6

01X,,...X,) =

Famille de lois tonjuguées

2 On considére P = {1, 1 € A} une famille Pm‘amékrique de
lois sur O,

o Définition
On dit que P est une famille conjuguée avec
={f(-10),0 €0} si la loi a priori appar&i,enf: a & alors La
lot a Fos&eri.ori. appar&iev& ausst & P,

Aubrement dik
VA€ A st 6~ m; alors AX) € Atel que (0]X) = m,x,(©)




Exempi.a de Famille de lois
t:ch‘jyguées

® F est la famille des lois exponentiel
gy 0 | )= Oleste
o La famille des lois Gamma est une famille de lois conjuquées :

7(0) = b“me_boea_llgw a> © ek b> o,
a

Ona A=(a,b)— AX) = (n+a,b+n)_(n)
0 F est la famille des Lois uniformes sur [0,0]

1
fG, ., 0) = G—IM,,SG avec M, = max(X ..., X))

n
o La famille des lois de pareto est une famille de lois conjuguées :
a

iT(H) = am 10>b

On a 1= (a,b) — AX) = (n+ a,max(b, M,))

avec ar ek bro,

Mélange d'experts a priori

® Proposition : Soit P ={m), 1€ A} une famille de lois conjuguées,
la famille des mélanges de lois de P forme aussi une famille de
Llois conjuquées
k

RQPFQL : un mélange s'éerit ijﬂ,lf(G) avec (Ay,...,4) € Aes

. I
@1 p) €011 ek Y p=1

=1

° Arpi.i.co&i.oh : on peut prendre en compte différentes sources
d'information et accorder des poids différents en fonction de la
fiabilité des sources

Choix de L’hvperpamméﬁre A

2 on fixe la valeur de 1 & partir de L'information dispot«\ible a priort
® Exemple 1. Information a priori : 0 est autour de 1

2 O choisik A kel que E(0) = [1971/1(19)(119 =1, En fonction de lLa

dimension de A on pourra aussi ajouter une contrainte sur la
variance de 0 qui traduit la confiance accordée A L'information

°® Exemple 2. Information a priori : 0 €A  (avec une forte probabilité)

2 On fixe 1 tel que P(O € A) = J m(9)d9 =95 % ou ¥6%, 99% ... en

A
fonction de la confiance accordée a Ll'information

Illuskraktion : modeéle expohev\&ei.

Exper& 15+ 20 =H8=E8S

lei 4 oo
b= ik

A priori I'i4.4) A priori I'(16,8)

A posteriori I'(n +4, nX, +4) A posteriori I'(n + 16, nX, + 8)

A FosEeriorL




Lois non informatives

Exempt«e_ + modéle expoheh&iet

On considére 7(0) = 14.(0)

on a

J (%) dI =
Rt

[ ﬂ(&)f,l(xl,...xn|19)d19=J' e d9 <00 & (n>1 et X, >0).
(€]

R+
La fonction 7 définik done une Loi impropre st et seulement n>1

Pour n> 1, la loi a posteriori est la loi gamma I'(n + 1,nX,)

Lot a priori impro[ore_
Z:‘)e(—) () = 00 discréte

® On considére 7: 0 > Rt kelle que
J@ 7(9) dd =0  continue

° 7 he définit pas une lot de probabilité sur ©

o Définition
on dit que 7:0 R* est une loi impropre pour le modéle F = {f(-]0), 0 € O} si

J 7O (xy, .. .x,|0)df < presque surement.
(€}

9 Si 7 est une Lot impropre alors La Lot a posteriori est bien définie par

(O)f,(X16)

1 X)=——"—"——
MO = T o9

St 7w est une lot impropre alors (=0 tout G20, 1(0) = Cr(0) est ausst une Lot impropre,
A partin de ces deux lois impropres, on obtient Lo méme Lot a posteriont

Lol a priori de Laplace

2 Si O est um ensemble fini ou de mesure de Lebesque finie

(J dd < 00) alors La Lot a priori de Laplace est la Lot uniforme sur
S}

C)

Ypeo X 19) < o0 Jo FuX18) d9 < oo

° {@ nfint dénombrable J® d9 = oo
L

alors la loi a priori de Laplace est une loi impropre définie par
(0) x 15(0).

) 'Proposi&ion : St Lla lot a Priori de LQPLQCQ existe alors la Lot a
posteriori vérifie n(0]X) o f,(X|6)




Lot Non informative de ‘.‘)eﬁrevs

® On suppose que le modele F = {f,(-10), 0 € O} est réqulier

o Soit I, 'information de Fisher et |1 |son déterminant

@ St J VL) dd < o
e

ou

s | VTEI@ =0 et | JTEEITLXI9)d9 < o
(C] (€]

alors la Lot de Jeffreys est définie par m(9) x/[1,(9)]

Exempte : modele expowe“mf‘:iei

On comsidére wn variables aléaboires iid suivant la Lot
ex'aonanfziell.e
n

Linformation de Fisher est donnée par e

(©) 1 (o9} & o
J —dY = oo et J 9"~ le=0% d9 < oo ps car n>0 et X, >0 ps
0

¢ 0

1
La loi de Jeffreys est une Lot impropre définie () o 51 z+(0)

La lot a posteriori est la Lol gamma [(n,nX)

Lot Non informative de Jeffreys

o La Lot de Jeffreys favorise les régions ob
L'information de Fisher prend des grandes valeurs
c’est & dire les régions o les données apportent
plus d'information sur le paramétre

o La lot de Jeffreys est tnvariante par
reparamétrisation




